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JOSÉ ILHANO DA SILVA PEREIRA
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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar as hipersuperf́ıcies mı́nimas em R4, com curva-

tura de Gauss-Kronecker indenticamente zero. Como resultado principal provamos que

se f : M3 → R4 é uma hipersuperf́ıpicie mı́nima com curvatura de Gauss-Kronecker

identicamente zero, segunda forma fundamental não se anulando em nenhum ponto e

curvatura escalar limitada inferiormente, então f(M3) se decompõe como um produto

euclideano do tipo L2 ×R, onde L2 é uma superf́ıcie mı́nima de R3 com curvatura Gaus-

siana limitada inferiormente. Finalmente, apresentamos um resultado sobre a curvatura

de Gauss-Kronecker de f sem nenhuma hipótese sobre a curvatura escalar.

Palavras-chave: Hipersuperf́ıcies mı́nimas. Curvatura de gauss-kronecker. Curvatura

escalar.



ABSTRACT

This work does study the complete minimal hypersurfaces in the Euclidean space R4,

with Gauss-Kronecker curvature identically zero. Our main result is to prove that if

f : M3 → R4 is a complete minimal hypersurface with Gauss-Kronecker curvature identi-

cally zero, nowhere vanishing second fundamental form and scalar curvature bounded from

below, then f(M3) splits as a Euclidean product L2×R, where L2 is a complete minimal

surface in R3 with Gaussian curvature bounded from below. Moreover, we show a result

about the Gauss-Kronecker curvature of f , without any assuption on the scalar curvature.

Keywords: Minimal hypersurface. Gauss-Kronecker curvature. Scalar curvature.
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3 FUNÇÃO DISTÂNCIA E CURVATURA RICCI . . . . . . . . 27
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1 INTRODUÇÃO

O estudo de rigidez de hipersuperf́ıcies Mn no espaço euclidiano Rn+1 é um

tópico bastante pesquisado em Geometria. Um resultado clássico, obtido por Beez-Killing

(KOBAYASHI (1996) pág. 46), afirma que uma hipersuperf́ıcie Mn em Rn+1 é ŕıgida

se o posto da sua aplicação de Gauss é no mı́nimo 3. Para o caso do posto ser no

mı́nimo 2, é apresentado, em (DAJCZER and GROMOLL (1985)), um método chamado

“Parametrização de Gauss”. Esse método tem como estratégia dar uma parametrização

para hipersuperf́ıcies com segunda forma fundamental de nulidade constante. Isso é feito

invertendo, sob determinadas condições, sua aplicação de Gauss. Dajczer e Gromoll, no

mesmo artigo, mostram condições sobre tais hipersuperf́ıcies a fim de garantir que a rigidez

de hipersuperf́ıcies mı́nimas faça sentido sob hipóteses globais. Entre outros resultados,

Dajczer e Gromoll (DAJCZER and GROMOLL (1985)) provaram o seguinte resultado de

rigidez global:

Teorema. Se Mn (n ≥ 4) é uma variedade Riemanniana completa que não possui Rn−3

como um fator, então toda imersão mı́nima f : Mn → Rn+1 é ŕıgida como uma subvari-

edade de Rn+p, para todo p ≥ 1.

Para a prova desse teorema foi estabelecido um critério para hipersuperf́ıcies

completas Mn em Rn+1 decomporem-se como um produto Mn = L3×Rn−3. No entanto,

o caso da dimensão n = 3 é deixado em aberto. Nosso objetivo nesse trabalho é avaliar

o caso n = 3, estudando hipersuperf́ıcies completas mı́nimas em R4 com curvatura de

Gauss-Kronecker identicamente nula.

Um modo de construir hipersuperf́ıcies completas mı́nimas em R4, com curva-

tura de Gauss-Kronecker identicamente nula, é erguendo cilindros a partir de superf́ıcies

mı́nimas completas de R3. Para isso, sejam h : M2 → R3 ↪→ R4 uma superf́ıcie mı́nima

completa, k1 = λ e k2 = −λ as curvaturas principais de h e a ∈ R4 um vetor nor-

mal unitário normal a R3. Então o cilindro f : M3 = M2 × R → R4 definido por

f(p, t) = h(p) + at é uma hipersuperf́ıcie mı́nima completa em R4, com curvaturas prin-

cipais k1 = λ, k2 = 0 e k3 = −λ. A curvatura escalar de M3 é duas vezes a curvatura

Gaussiana de M2.

Agora observe que, ao tomarmos um cilindro erguido a partir do helicóide em

R3, isso nos dá uma hypersuperf́ıcie mı́nima completa em R4 não totalmente geodésica,

com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente nula, três curvaturas principais distin-

tas e curvatura escalar limitada inferiormente. No entanto, podemos obter superf́ıcies

mı́nimas completas em R3 com curvatura Gaussiana não limitada inferiormente. Os ci-

lindros erguidos dessas superf́ıcies nos dão hypersuperf́ıcies mı́nimas completas em R4

com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente nula e curvatura escalar não limitada

inferiormente. No entanto, até onde sabemos, os cilindros são os únicos exemplos de
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hypersuperf́ıcies mı́nimas completas em R4 com curvatura de Gauss-Kronecker identica-

mente nula. Isso então nos leva a seguinte pergunta:

Pergunta. É verdade que toda hipersuperf́ıcie mı́nima completa com curvatura de Gauss-

Kronecker nula em R4 é um cilindro sobre uma superf́ıcie mı́nima em R3?

Daremos aqui uma resposta parcial a essa pergunta sob hipóteses adcionais na

curvatura escalar. O que queremos provar é o seguinte:

Teorema. Seja M3 uma variedade Riemanniana orientada, completa e f : M3 → R4

uma imersão isométrica mı́nima com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente zero

e segunda forma fundamental não se anulando em nenhum ponto de M . Se a curva-

tura escalar de M3 é limitada inferiormente, então f(M3) se decompõe como o produto

Euclidiano L2 × R, onde L2 é uma superf́ıcie mı́nima completa em R3, com curvatura

Gaussiana limitada inferiormente.

Em (CHENG (2004)) é apresentada a prova de que em hipersuperf́ıcies mı́nimas

completas em R4 com curvatura escalar limitada inferiormente e curvatura de Gauss-

Kronecker constante, a curvatura de Gauss-Kronecker é identicamente nula. Ainda em

(CHENG (2004)), Cheng também dá um exemplo de hipersuperf́ıcies mı́nimas completas

em R4 com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente nula que é, de fato, uma hiper-

superf́ıcie em forma de cone sobre o toro de Clifford em S3 e certamente não é completa.

Neste trabalho, consideramos hipersuperf́ıcies mı́nimas completas em R4 com

curvatura de Gauss-Kronecker constante e mostramos que a curvatura de Gauss-Kronecker

é identicamente nula. Como principal ferramenta para a demonstração desse resultado,

usaremos o Teorema das Curvaturas Principais (SMITH and XAVIER (1987)). Nosso

segundo resultado é o seguinte:

Teorema 1.1. Seja M3 uma variedade Riemanniana orientada, completa e f : M3 → R4

uma imersão isométrica mı́nima com curvatura de Gauss-Kronecker constante. Então a

curvatura de Gauss-Kronecker é identicamente zero.
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2 PRELIMINARES

Neste caṕıtulo apresentamos os conceitos, ferramentas, definições e notações

fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Tensores

Sejam V um espaço vetorial real de dimensão finita e V ∗ o espaço vetorial de

todas as funções R-lineares de V em R. Definimos um tensor do tipo (r, s) (r ≥ 0, s ≥ 0)

sobre V como uma aplicação R-multilinear T : (V ∗)r × V s → R, isto é, uma função

R-linear em cada entrada.

A partir deste conceito, definimos campo tensorial sobre uma variedade dife-

renciável M , n-dimensional, sob as seguintes notações:

1. Mn denota uma variedade n-dimensional;

2. TpM
n representa o espaço tangente à variedade Mn no ponto p, para p ∈Mn;

3. X(M) o conjunto dos campos vetoriais diferenciáveis sobre Mn;

4. X(p) denota um vetor tangente em TpM , ou o valor de um campo X em p;

5. C∞(M) representa o conjunto das funções diferenciáveis definidas de Mn em R;

6. X∗(M) o conjunto das 1-formas diferenciais sobre Mn.

Um elemento θ ∈ X∗(M) é tal que, dado p ∈ Mn, θp ∈ (T ∗pM), e

se X ∈ X(M) temos a função θ(X) : M → R definida por θ(X)(p) = θp(X(p)).

Definição 2.1. Um campo tensorial diferenciável do tipo (r, s) sobre uma variedade di-

ferenciável Mn é uma aplicação C∞(M)-linear

T : (X∗(M))r × (X(M))s → C∞(M)

que induz, para cada ponto p de M , uma aplicação R-multilinear

Tp : (T ∗pM)r × (TpM)s → R

tal que, para quaisquer ω1, . . . , ωr ∈ X∗(M) e X1, . . . , Xs ∈ X(M), a função

T (ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs) : M → R

definida por

T (ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs)(p) = Tp(ω1(p), . . . , ωr(p), X1(p), . . . , Xs(p))

é diferenciável.

Dado um (0,2)-tensor covariante T diferenciável definido em Mn, podemos
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representar T , por

T =
∑
i,j

Tij ωi ⊗ ωj, (1)

onde, Tij = T (ei, ej) definem as componentes de T no referencial {e1, . . . , en} para Mn.

Sendo T diferenciável, suas funções componentes também são funções dife-

renciáveis e assim, faz sentido falar em dTij.

Definição 2.2. Seja T um (0,2)-tensor covariante em Mn. A diferencial covariante ∇T
de T é um (0,3)-tensor definido da seguinte maneira: as componentes Tijk = (∇T )(ei, ej, ek),

para i, j, k = 1, . . . , n, chamadas de derivadas covariantes de Tij, são dadas por:∑
k

Tijkωk = d(Tij) +
∑
k

Tkjωki +
∑
k

Tikωkj. (2)

A partir dáı, podemos definir a segunda diferencial covariante de T como

sendo o (0,4)-tensor ∇(∇T ), com componentes Tijkl = ∇(∇T )(ei, ej, ek, el), chamadas de

segundas derivadas covariantes de Tij e dadas por∑
l

Tijklωl = d(Tijk) +
∑
l

Tljkωli +
∑
l

Tilkωlj +
∑
l

Tijlωlk. (3)

Podemos, de forma similar, dar essa definição acima para uma aplicação Φ :

X(M) × X(M) → X(M)⊥ tal que Φ =
∑
i,j

Φijωi ⊗ ωjen+1. As derivadas covariantes de

Φij são dadas por: ∑
k

Φijkωk = d(Φij) +
∑
k

Φkjωki +
∑
k

Φikωkj; (4)

∑
l

Φijklωl = d(Φijk) +
∑
l

Φljkωli +
∑
l

Φilkωlj +
∑
l

Φijlωlk. (5)

2.2 Equações de estrutura

Um dos conceitos e construções mais importante aqui é o das Equações de

Estrutura, elas fazem parte do Método do Referencial Móvel, que é mais explicado e

aprofundado em (DO CARMO (1976)). Ao longo dessa seção faremos a construção das

equações para as chamadas formas espaciais de dimensão 4.

Usaremos a notação Q4(c), para represetar as formas espaciais de dimensão 4,

o qual é uma variedade Riemanianna conexa, completa com curvatura seccional constante

c. Os resultados apresentados são válidos para todos os valores de c, mas nas afirmações

e provas usaremos c = 0 ou c = ±1, donde Q4(c) é a esfera unitária S4, se c > 0, Q4(c) é o



13

espaço Euclideano R4, se c = 0, e Q4(c) é o espaço hiperbólico H4 de curvatura seccional

constante −1, se c < 0.

Lema 2.1 (Cartan). Sejam Mk uma variedade diferenciável e ω1, . . . , ωr 1-formas line-

armente independentes sobre um aberto U ⊂M . Se α1, . . . , αr são 1-formas sobre U tais

que:

r∑
i=1

αi ∧ ωi = 0. (6)

Então, existem funções diferenciáveis bij : U −→ R tais que αi =
r∑
j=1

bijωj e bij = bji.

Demonstração. De forma geral, consideremos r ≤ k. Inicialmente, completemos o

conjunto das 1-formas ωi para obtermos uma base {ω1, . . . , ωr, . . . , ωk} de (TpM)∗. Assim,

como as α′is são 1-formas, existem funções diferenciáveis tais que:

αi =
r∑
i=1

bijωj +
k∑

j=r+1

aijωj.

Por hipótese, temos que

0 =
r∑
i=1

αi ∧ ωi =
r∑
i,j

bijωj ∧ ωi +
∑

1≤i≤r,r+1≤j≤k

aijωj ∧ ωi.

Como ωi ∧ ωj = −ωj ∧ ωi, para todo 1 ≤ i, j ≤ k, obtemos

0 =
r∑
i<j

(bij − bji)ωj ∧ ωi +
∑

1≤i≤r, r+1≤j≤k

aijωj ∧ ωi.

Uma vez que ωj ∧ ωi, com i < j e 1 ≤ i, j ≤ k, formam uma base para o espaço das

2-formas, obtemos

bij = bji e aij = 0.

Portanto, αi =
r∑
j=1

bijωj, com bij = bji funções diferenciáveis de U em R.

�

Sejam x : M3 → Q4(c) uma imersão em Q4(c) de uma variedade Riemannianna

conexa M e {e1, e2, e3, e4} um referencial ortornormal local adaptado à imersão x, isto é,

para cada ponto p ∈ M3 os vetores {e1(p), e2(p), e3(p)} geram TpM numa vizinhança de

p e e4 gera o espaço normal a M3. Adotemos a seguinte convenção sobre a variação dos

ı́ndices:

1 ≤ A,B,C, . . . ≤ 4, 1 ≤ i, j, k, . . . ≤ 3.
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Associado a este referencial ortonormal local {eA}, definimos o correferencial

{ωA} e o conjunto das 1-formas {ωAB}, chamadas formas de conexão de Q4(c), para as

quais temos as seguintes equações de estrutura de Q4(c):

dωA =
∑
B

ωAB ∧ ωB, ωAB + ωBA = 0, (7)

dωAB =
∑
C

ωAC ∧ ωCB + ΩAB. (8)

As 2-formas ΩAB são chamadas as formas de curvaturas de Q4(c). Para cada p, dados

X, Y ∈ TpQ4(c), a matriz ((ΩAB)p(X, Y )) gerada pelas 2-formas ΩAB define um operador

R(X, Y )p : TpQ4(c) → TpQ4(c), chamado operador curvatura e um (0,4)-tensor R, dado

por R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉, chamado de tensor curvatura. Denotando RABCD =

R(eA, eB, eC , eD), as componentes do tensor curvatura, no referencial {eA}, segue que

ΩAB = −1

2

∑
C,D

RABCDωC ∧ ωD.

Temos as seguintes propriedades:

Proposição 2.1. Para X, Y, Z, T campos diferenciáveis de vetores em Q4(c), temos

1. R(X, Y ) = −R(Y,X);

2. 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(X, Y )T, Z〉;
3. 〈R(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(Z, T )X, Y 〉;
4. 〈R(X, Y )Z, T 〉+ 〈R(Y, Z)X,T 〉+ 〈R(Z,X)Y, T 〉 = 0.

Em M3, temos ω4 = 0. De fato, seja X ∈ X(M), escrevemos X =
∑
i

Xiei.

Dáı,

ω4(X) = ω4

(∑
i

Xiei

)
=
∑
i

Xiω4(ei) = 0. (9)

Do fato de ω4 = 0 em M3, obtemos

0 = dω4 =
∑
B

ω4B ∧ ωB,

=
∑
i

ω4i ∧ ωi + ω44 ∧ ω4

=
∑
i

ω4i ∧ ωi.



15

Logo, pelo Lema de Cartan, existem funções diferenciáveis hij, tais que:

ω4i =
∑
j

hij ωj, hij = hji. (10)

A partir disso, definimos a segunda forma fundamental da imersão x por

h =
∑
i,j

hij ωiωj. (11)

No caso de hipersuperf́ıcies, só existe, a menos de orientação, uma única segunda forma

quadrática em cada ponto p ∈M3.

Podemos associar a segunda forma uma transformação linear auto-adjunta em

TpM , definida por

Aη : TpM → TpM, onde 〈Aη(v), v〉 = h(v)

para v ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥, com (TpM)⊥ o espaço dos campos normais a imersão em p.

Às vezes, é conveniente usarmos a aplicação bilinear, em p, B : TpM×TpM →
(TpM)⊥, dada por

〈B(X, Y ), η〉 = 〈Aη(X), Y 〉

com X, Y ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥.

Sendo as funções hij simétricas em relação aos ı́ndices, temos que h é uma

aplicação simétrica. Definimos o vetor curvatura média por

−→
H =

1

3

(∑
i

hii

)
e4.

Deste vetor, definimos a função curvatura média por

H =
1

3

∑
i

hii. (12)

Dizemos que uma hipersuperf́ıcie M é mı́nima se H ≡ 0.

Uma imersão f : M →M é dita geodésica em p ∈M , se para todo η ∈ (TpM)⊥,

a segunda forma fundamental h é identicamente nula em p. Se f é geodésica para todo

p ∈M , dizemos que f é totalmente geodésica.

As formas de conexão ωAB de Q4(c), recebem esse nome, pois definem uma

derivação sobre Q4(c) (conexão), representada por ∇. Tal ∇ é chamada de derivada

covariante e define-se da seguinte maneira: dados X e Y , campos de vetores diferenciáveis

sobre uma variedade riemanniana M
n+1

e {e1, . . . , en+1} um referencial ortonormal local,
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tomando Y =
∑

A yAeA, a derivada covariante de Y em relação a X, ∇XY , é definida por

∇XY =
∑
B

{dyB(X) +
∑
A

ωAB(X)yA}eB.

Note que ∇XY não depende do referencial, mas da métrica, e que se Y = eC , temos

〈∇XeC , eD〉 = ωCD(X), (13)

que fornece uma interpretação geométrica das formas de conexão ωAB em termos da

derivação covariante. A derivada covariante possui as seguintes propriedades.

Proposição 2.2. Sejam X, Y, Z campos diferenciáveis de vetores em M
n+1

, f, g funções

diferenciáveis em M
n+1

e a, b números reais. Então, a conexão

∇ : X(M
n+1

)× X(M
n+1

)→ X(M
n+1

)

satisfaz:

1. ∇ é C∞(M
n+1

)-linear na primeira coordenada, isto é,

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;

2. ∇ é R-linear na segunda coordenada, isto é,

∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ;

3. ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY ;

4. 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 = X〈Y, Z〉;
5. Se p ∈ Mn+1

, (∇XY )(p) só depende do valor de X no ponto p e dos valores de Y

ao longo de uma curva parametrizada σ : (−ε, ε)→ M
n+1

, com σ(0) = p e σ′(0) =

X(p).

Com essa noção de conexão, temos que o colchete de Lie entre dois campos

vetoriais tangentes X e Y , que fornece um novo campo vetorial tangente sobre Mn+1, é

dado por

[X, Y ] = ∇XY −∇YX.

Separando nas equações de estrutura de Q4(c) às parte tangente e normal a



17

M3, obtemos de ω4 = 0, que:

dωi =
∑
j

ωij ∧ ωj; (14)

dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj + ωi4 ∧ ω4j + Ωij; (15)

dωi4 =
∑
k

ωik ∧ ωk4 + Ωi4. (16)

As formas ωij restritas à M3 só dependem da métrica de M3 e da parte tangente do

referencial {e1, . . . , e4}. Assim, definimos uma derivada covariante ∇ sobre M3 a partir

da derivada covariante de Q4(c), como sendo a parte tangente de ∇ a M3, isto é,

∇XY = (∇XY )T =
∑
j

{dyj(X) +
∑
i

ωij(X)yi}ej, ∀X, Y ∈ X(M).

A conexão ∇ de M3 possui todas as propriedades enunciadas na Proposição 2.2.

Pela interpretação geométrica dada em 13, podemos fazer o mesmo para as

formas de conexão {ωij}, isto é,

〈∇Xei, ej〉 = ωij(X) ∀X. (17)

Em particular, se fizermos X = ek, obtemos

〈∇Xei, ej〉 = ωij(ek)

Dada uma imersão isométrica f : Mn →M
n+m

, o primeiro espaço normal de

f em p ∈M é o subespaço N1(p) ⊂ TpM
⊥ definido por

N1(p) = {B(X, Y );X, Y ∈ TpM}.

Dizemos que um subfibrado L, do fibrado normal TM⊥, é paralelo se ∇XY ∈ L, para

todo X ∈ TM e para todo Y ∈ L.
O resultado apresentado a seguir será de grande importância nos teoremas

principais. Ele fornece condições para reduzir a codimensão de uma imersão isométrica e

sua prova pode ser encontrada em (DAJCZER (1990), Proposição 4.1, pág. 54).

Proposição 2.3. Seja f : Mn → Rn+m uma imersão isométrica, e suponha que exista

um subfibrado paralelo L, do fibrado normal, de posto r < m, satisfazendo N1(p) ⊂ L(p),

para todo p ∈M . Então a codimensão de f pode ser reduzida para m−r, isto é, f(Mn) ⊂
Rn+m−r.
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Definimos também as formas de curvatura da métrica de M3 por

Ωij = dωij −
∑
k

ωik ∧ ωkj.

Portanto, as equações de estrutura de M3 são

dωi =
∑
j

ωij ∧ ωj, ωij + ωji = 0; (18)

dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj + Ωij. (19)

Tal como as formas de curvatura de Q4(c), vistas anteriormente, dado p ∈M3

e X, Y ∈ TpM
3, a matriz ((Ωij)p(X, Y )) gerada pelas 2-formas Ωij define um opera-

dor curvatura R(X, Y )p : TpM
3 → TpM

3 e um (0,4)-tensor curvatura para M3 tal que

R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉. Esse tensor tem propriedades similares ao tensor R de

Q4(c). Denotando Rijkl = 〈R(ei, ej)ek, el〉 = Ωlk(ei, ej) as componentes do tensor R, as

formas Ωij podem ser escritas como

Ωij = −1

2

∑
k,l

Rijkl ωk ∧ ωl.

Da equação (15), podemos estabelecer uma relação entre as componentes do

tensor curvatura de M3 com as componentes tangentes do tensor curvatura de Q4(c).

Essa relação é dada por:

−1

2

∑
k,l

Rijklωk ∧ ωl = Ωij

= dωij −
∑
k

ωik ∧ ωkj

= ωi4 ∧ ω4j + Ωij

=
∑
k

hikωk ∧
∑
l

hjlωl −
1

2

∑
k,l

Rijklωk ∧ ωl

=
∑
k,l

hikhjlωk ∧ ωl −
1

2

∑
k,l

Rijklωk ∧ ωl.

Assim,

Rijkl = Rijkl + (hikhjl − hilhjk). (20)

A equação (20) é chamada de Equação de Gauss.

Tomando a segunda forma fundamental dada por h =
∑
k

hijωi ⊗ ωje4 e utili-
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zando o definido em 2 e 3, as derivadas covariantes de hij satisfazem o seguinte∑
k

hijkωk = d(hij) +
∑
k

hjkωik +
∑
k

hikωjk, (21)

∑
l

hijklωl = d(hijk) +
∑
l

hljkωil +
∑
l

hilkωjl +
∑
l

hijlωkl. (22)

A partir da primeira expressão vamos obter as chamadas equações de Codazzi

hijk = hikj = hjik; ∀i, j, k = 1, . . . , n. (23)

Para obtê-las, derivamos exteriormente a equação (10) e substituimos dhij.

Logo,

dω4i = d

(∑
j

hij ωj

)
=
∑
j

dhij ∧ ωj +
∑
j

hijdωj.

Calculamos então∑
j

dhij ∧ ωj =
∑
j

(
∑
k

hijkωk −
∑
k

hjkωik −
∑
k

hikωjk) ∧ ωj

=
∑
jk

hijkωk ∧ ωj −
∑
jk

hjkωik ∧ ωj −
∑
jk

hikωjk ∧ ωj

=
∑
jk

hijkωk ∧ ωj −
∑
jk

hjkωik ∧ ωj −
∑
k

hik
∑
j

ωjk ∧ ωj

=
∑
jk

hijkωk ∧ ωj +
∑
jk

hjkωj ∧ ωik −
∑
k

hikdωk

=
∑
jk

hijkωk ∧ ωj +
∑
k

ω4k ∧ ωik −
∑
k

hikdωk

=
∑
jk

hijkωk ∧ ωj +
∑
k

ωik ∧ ωk4 −
∑
k

hikdωk

logo,

dω4i =
∑
jk

hijkωk ∧ ωj +
∑
k

ωik ∧ ωk4.

Por outro lado, como Q4(c) tem curvatura (seccional) constante e igual a c, temos Ωi4 = 0.

Assim, resta em (16)

dω4i =
∑
k

ωik ∧ ωk4. (24)
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Dáı,

0 =
∑
j,k

hijkωk ∧ ωj =
∑
j<k

(hijk − hikj)ωk ∧ ωj,

segue então que hijk = hikj.

Observação 2.1. Uma relação interessante que obtemos da equação de Codazzi, relacio-

nando o operador de forma, é quando a codimensão da imersão é 1. Neste caso, obtemos

Aη([X, Y ]) = ∇X(Aη(Y ))−∇Y (Aη(X))

As funções componentes Rijkl do tensor curvatura de M3, nos permitem definir

outras curvaturas importantes sobre a nossa variedade.

Dado p ∈ M3, consideremos em TpM
3 um subespaço P bidimensional. Supo-

nhamos span{ei, ej} = P , para alguns i, j = 1, 2, 3. Assim, temos a seguinte

Proposição 2.4. O número Ωij(ei, ej) = Rijij depende apenas do subespaço P .

Dáı, podemos então, definir

Definição 2.3. O número

Kp(P ) = −Ωij(ei, ej)

é chamado a curvatura seccional de M3 em p, segundo P .

Mais geralmente, temos:

Proposição 2.5. Sejam X, Y ∈ P ⊂ TpM linearmente independentes e um referencial

ortonormal {ei} tal que span{ei, ej} = P , para alguns i, j = 1, . . . , n. Então,

K(p) =
〈R(X, Y )X, Y 〉

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2
.

É importante notar que, como P é não degenerado, 〈X,X〉〈Y, Y 〉−〈X, Y 〉 6= 0.

Como vimos acima, as componentes hij da segunda forma fundamental são

simétricas e assim temos que h é simétrica. Dessa forma, dado p ∈M , podemos escolher

os campos {e1, e2, e3} ∈ TpM de modo a diagolanizar a segunda forma fundamental h,

isto é,

h =
∑
i,j

hij ωiωj =
∑
i

hii ω
2
i =

∑
i

λiω
2
i .

Os campos {e1, e2, e3} são chamados de direções principais e os números λi, que são

os auto-valores da matriz hij, são chamados curvaturas principais. A partir dessas in-

formações, reescrever as curvaturas média H e seccional K para a nossa hipersuperf́ıcie
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x : M3 → Q4(c) da seguinte forma:

nH =
∑
i

hii =
∑
i

λi

K = det(hij) = Πiλi,

a curvatura K recebe o nome de curvatura de Gauss-Kronecker.

Definição 2.4. Dizemos que uma variedade tem curvatura (seccional) constante, se

Kp(P ) não depende de p e do subespaço não degenerado P .

Logo, como Q4(c) tem curvatura constante, temos que

RABCD = c(δACδBD − δADδBC).

A equação de Gauss para uma hipersuperf́ıcie M3 em Q4(c) pode ser escrita como

Rijkl = c(δikδjl − δilδjk) + (hikhjl − hilhjk). (25)

Definição 2.5 (Tensor Curvatura de Ricci). Seja R o tensor curvatura de M3. O tensor

curvatura de Ricci de M3 é definido por

Ric(X, Y ) =
∑
i

〈R(X, ei)Y, ei〉, (26)

onde {e1, e2, e3} é um referencial ortonormal e X, Y são campos vetoriais sobre M .

O número Ric(X,X) é chamado curvatura de Ricci na direção de X. Da-

dos X = ei, Y = ej, as componentes do tensor curvatura de Ricci, Rij, no referencial

{e1, e2, e3}, são dadas por

Rij = Ric(ei, ej) =
∑
k

Rikjk, (27)

onde Rikjk = 〈R(ei, ek)ej, ek〉. Pela equação de Gauss (25), deduzimos as componentes do

tensor curvatura de Ricci

Rij =
∑
k

Rikjk = c
∑
k

(δijδkk − δikδkj) +
∑
k

(hijhkk − hikhkj) (28)

= c(3δij − δij) + hij
∑
k

hkk −
∑
k

hikhkj (29)

= 2cδij −
∑
k

hikhkj (30)

Dizemos que o tensor curvatura de Ricci de M3 é limitado inferiormente se existe L tal
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que

Ric(X, Y ) ≥ L〈X, Y 〉,

para quaisquer X, Y campos vetoriais sobre Mn. Similarmente, a curvatura de Ricci é

limitada inferiormente se

Ric(X,X) ≥ L〈X,X〉,

para qualquer campo vetorial X sobre M3. Equivalentemente, a curvatura de Ricci é

limitada inferiormente se

Rii ≥ L, (31)

para todo 1 ≤ i ≤ 3.

Munidos da curvatura de Ricci, podemos definir a curvatura escalar de M .

Definição 2.6 (Curvatura Escalar (R)). Seja {e1, e2, e3} é uma base ortonormal de cam-

pos locais sobre M3. Definimos a curvatura escalar de M3,a partir do tensor curvatura

de Ricci, por

R(p) =
∑
i

Ricp(ei, ei) =
∑
i,j

Rijij. (32)

De (30)

R =
∑
i

Rii

= 2c
∑
i

δii −
∑
i,k

h2ik

= 6c− S. (33)

onde S =
∑
i,j

h2ij é o quadrado da norma da segunda forma fundamental h de M3. Temos

dáı que R é constante se, e somente se, S é constante.

No final desta seção apresentamos um resultado interessante, relacionando os

campos diferenciáveis e as fomas diferenciais em M .

Proposição 2.6. Sejam ω uma 1-forma diferenciável e X, Y campos de vetores dife-

renciáveis definidos em uma variedade diferenciável M. Então,

dω(X, Y ) = Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X, Y ]). (34)

2.3 Operadores diferenciais

Com a definição de derivada covariante de tensores apresentada em 2.2, podemos definir,

para variedades Riemannianas, certos operadores que já nos são conhecidos da geometria
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euclidiana.

Definição 2.7. Seja f : Mn → R uma função diferenciável em uma variedade Rieman-

niana Mn. O gradiente de f é o campo vetorial ∇f em Mn definido por

〈∇f,X〉p = dfp(X),

para todo p ∈M e todo X ∈ TpM .

Sejam o aberto U ⊂ Mn e um referencial {ei} definido nesse aberto. Escre-

vemos em U , df =
∑
i

fiωi, onde a função fi é a derivada de f na direção de ei. Dáı,

temos

∇f =
∑
i=1

fiei.

Sendo a 1-forma df um (0,1)-tensor, obtemos que a sua diferencial covariante

∇(df) é um (0,2)-tensor, cujas componentes fij satisfazem∑
j

fijωj = dfi +
∑
j

fjωji.

Definição 2.8. A forma bilinear ∇(df) é chamada o Hessiano de f na métrica de Mn.

O traço desta forma é chamado o Laplaciano de f , e é dado por

∆f =
∑
i

fii.

A métrica Riemanniana definida sobre Mn faz corresponder, a todo campo de

vetores X em Mn, uma 1-forma diferenciável ωX , definida por

ωX(Y ) = 〈X, Y 〉p,

para todo p ∈ M e todo Y ∈ TpM . Em um referencial {ei} sobre um aberto de M , se

X =
∑
i

xiei, temos que

ωX =
∑
i

xiωi.

A diferencial covariante ∇ωX é uma forma bilinear cujas funções componentes

xij são dadas por ∑
j

xijωj = dxi +
∑
j

xjωji.

Definição 2.9. O traço de ∇ωX é chamado divergente de X, e tem a expressão

divX =
∑
i

xii.
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É importante observar que

∆f = div∇f.

Damos agora propriedades e fórmulas importantes, sobre os operadores defi-

nidos acima, que terão uso ao longo de todo o trabalho. Dadas funções diferenciáveis

f, g : Mn → R e X, Y campos vetoriais diferenciáveis em Mn, temos

1. ∇(f + g) = ∇f +∇g.
2. ∇(fg) = g∇f + f∇g.
3. Se ϕ : R→ R é diferenciável, então ∇(ϕ ◦ f) = ϕ′(f)∇f.
4. div(X + Y ) = divX + divY.

5. div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉.
6. ∆(fg) = g∆f + f∆g + 2〈∇f,∇g〉.
7. Se ϕ : R→ R é diferenciável, então ∇(ϕ ◦ f) = (ϕ′′ ◦ f)|∇f |2 + (ϕ′ ◦ f)∆f.

Apresentamos aqui um resultado muito útil à respeito da definição do Lapla-

ciano.

Proposição 2.7. Sejam f : Mn → R uma função suave e {e1, . . . , en} um referencial

ortonormal em uma vizinhança aberta U ∈M . Então em U temos:

∆f =
∑
i

{ei(eif)− (∇eiei)f}

Demonstração. Observamos que,

n∑
i

XiXi(f) =
n∑
i

Xi〈∇f, Xi〉

=
n∑
i

(〈∇Xi
∇f, Xi〉+ 〈∇f, ∇Xi

Xi〉)

=
n∑
i

〈∇Xi
∇f, Xi〉+

n∑
i

(∇Xi
Xi)(f)

Dáı,
n∑
i

〈∇Xi
∇f Xi〉 =

n∑
i

(XiXi(f)− (∇Xi
Xi)(f)) .

Como {Xi}ni=1 é uma base ortonormal, pela definição de divergente, conclúımos que

∆f =
n∑
i

(XiXi(f)− (∇Xi
Xi)(f)) .

�
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2.4 Lugar dos pontos mı́nimos (Cut Locus)

Sejam M uma variedade Riemanniana completa, p um ponto de M e γ : [0,∞) → M

uma geodésica normalizada com γ(0) = p. Sabemos que para t > 0, suficientemente

pequeno, d(γ(0), γ(t)) = t, isto é, γ([0, 1]) é uma geodésica minimizante. Além disso, se

γ([0, t1]) não é minimizante, o mesmo acontece para t > t1. Por continuidade, temos que

o conjunto dos números t > 0 para os quais d(γ(0), γ(t)) = t é da forma [0, t0] ou [0,∞).

No primeiro caso, γ(t0) é chamado o ponto mı́nimo (ou cut point) de p ao longo de γ; no

segundo caso, diz-se que tal ponto não existe. Definimos o lugar dos pontos mı́nimos de p

(ou Cut Locus de p), indicado por Cm(p), como a união dos pontos mı́nimos de p ao longo

de todas as geodésicas que partem de p. Mais informações sobre o Cut Locus, podem ser

encontradas em [DO CARMO (2005)].

Observe que, como no caso da esfera Sn, podem existir mais de uma geodésica

minimizante ligandos dois pontos ant́ıpodas. Com isso apresentamos uma importante

propriedade sobre o Cut Locus envolvendo a função distância. A demonstração dessa

proposição pode ser encontrada em SAKAI (1996).

Proposição 2.8. Suponha que existam, pelo menos, duas geodésicas minimizantes ligando

pontos p, q em M . Então a função distância d : M → R não é suave em q.

2.5 Decomposição de de Rham

Aqui abrimos uma seção para um resultado de extrema importância, que usa-

remos na demonstração do teorema 1, além das definições necessárias para tal resultado.

A prova desse teorema de de Rham pode ser encontrada em (KOBAYASHI (1996), pág.

187-189).

Sejam Mn e N r variedades diferenciáveis e ϕ : N →M uma imersão. Se, além

disso, ϕ é um homeomorfismo sobre ϕ(N) ⊂M , onde ϕ(N) tem a topologia induzida por

M , dizemos que ϕ é um mergulho. Se N ⊂ M e a inclusão i : N ↪→ M é um mergulho,

dizemos que N é uma subvariedade de M .

Uma distribuição D k-dimensional em uma variedade M é uma aplicação que,

a cada ponto p ∈ M , associa um subespaço k-dimensional D(p) de TpM . Dizemos que a

distribuição D é diferenciável se, para todo p ∈ M , existem uma vizinhança V de p e k

campos diferenciáveis {X1, ..., Xk}, tais que {Xi}ki=1 forma uma base de D(q), para todo

q ∈ V .

Dada uma distribuição D em M , uma subvariedade N de M é chamada sub-

variedade integral de D se TpN = D(p) , para todo p ∈ N . Uma subvariedade integral N

será chamada de subvariedade integral maximal se, para toda subvariedade integral N de

D, com N ⊂ N , tivermos N = N .

Por fim, chamamos uma distribuição D em M de involutiva se, para todo

X, Y ∈ D, temos que [X, Y ] ∈ D e de paralela se, para todo X ∈ X(M) e para todo
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Y ∈ D temos ∇XY ∈ D.

Teorema. (Teorema da decomposição de de Rham) Sejam Mn variedade Rieman-

niana conexa, D1 e D2 duas distribuições paralelas e involutivas em Mn de dimensões k

e n − k, respectivamente, tais que TpM = D1(p) ⊕ D2(p), para todo p ∈ Mn. Nestas

condições, vale que:

i) para todo p ∈ Mn, existe uma vizinhança U de p tal que U = Uk
1 × Un−k

2 , onde

Uk
1 e Un−k

2 são subvariedades de Mn tais que, TU1 = D1|U1 e TU2 = D2|U2 .

ii) Se Mn é uma variedade simplesmente conexa, então Mn = Mk
1 ×Mn−k

2 , onde Mk
1 e

Mn−k
2 são as subvariedades integrais e maximais de D1 e D2, respectivamente.



27

3 FUNÇÃO DISTÂNCIA E CURVATURA RICCI

Neste caṕıtulo apresentamos os teoremas principais deste trabalho e os resul-

tados necessários para as demonstrações desses teoremas.

Dentre esses lemas, destacamos abaixo o também conhecido por Teorema da

Comparação do Laplaciano, referente a propriedades sobre a função distância.

Lema 3.1. Sejam Mn uma variedade Riemanniana completa e x0 ∈M . Seja ρ : M → R
tal que ρ(x) = d(x, x0), onde d é a função distância em M . Seja x um ponto de M , onde

ρ é diferenciável. Então:

i) ‖∇ρ(x)‖ = 1;

ii) (Teorema da Comparação do Laplaciano) Se Ricx(v) = (n−1)c, ∀x ∈M e ∀v ∈ TxM
com ‖v‖ = 1. Temos:

∆ρ(x) ≤ ∆ρc(x), onde

∆ρc(x)

n− 1
=


√
c cot(

√
cρ), se c > 0;

1
ρ
, se c = 0;

√
−c coth(

√
−cρ), se c < 0.

Em particular, se x não é cut point de x0, então valem i) e ii).

Lema 3.2. Sejam Mn uma variedade Riemanniana completa, x0 ∈M e ρ(x) = d(x, x0).

Supondo Ricx(v) ≥ −(n − 1)k2, para todo x0 ∈ M e v ∈ TpM , com ‖v‖ = 1. Se x é um

ponto onde ρ é diferenciável, então

ρ(x)∆ρ(x) ≤ (n− 1)(1 + ρ(x)k).

Demonstração. Estando nas condições do lema 3.1, substitúımos c = −k2 no item ii).

Dessa forma, teremos c < 0 e, portanto,

∆ρc(x)

n− 1
=
√
k2 coth(

√
k2ρ) = k coth(kρ), onde k > 0.

Como para y ∈ R, temos que coth(y) =
cosh(y)

sinh(y)
e cosh(y) =

√
1 + sinh2(y), obtemos

∆ρc
n− 1

= k

√
1 + sinh2(kρ)

sinh(kρ)
= k

√
1

sinh2(kρ)
+ 1 ≤ k

sinh(kρ)
+ k.

De sinh(y) ≥ y, para y > 0, obtemos sinh(kρ) ≥ kρ. Dessa forma,

∆ρc
n− 1

≤ k

sinh(kρ)
+ k ≤ 1 + kρ

ρ
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donde, ∆ρc ≤
(n− 1)(1 + kρ)

ρ
.

Utilizando novamente o item ii), temos ∆ρ(x) ≤ ∆ρc(x). Logo,

ρ(x)∆ρ(x) ≤ (n− 1)(1 + ρ(x)k)

.

�

Lema 3.3. Sejam Mn uma variedade Riemanniana, n ≥ 2, completa com curvatura de

Ricci satisfazendo Ricx(v) ≥ −(n − 1)k2, onde k é uma constante positiva. Suponha g

uma função não-negativa suave em Mn, satisfazendo

∆g ≥ cg2,

onde c é uma constante positiva e ∆ representa o operador Laplaciano. Então g é iden-

ticamente nula.

Demonstração. Tomemos um ponto x0 qualquer de M . Nosso objetivo será mostrar que

x0 é máximo de g em M , isto é, g(x) ≤ g(x0) para todo x ∈ M . Para isso, suponhamos

o contrário, que existe um x1 ∈M tal que g(x0) < g(x1).

Sejam então Ba(x0) ⊂ M a bola geodésica de raio a centrada em x0 e b =

d(x1, x0) a distância de x1 a x0 em M , de modo que b < a. Consideremos agora a função

G : Ba(x0)→ R definida por:

G(x) = (a2 − ρ2(x))2g(x), (35)

onde ρ(x) = d(x, x0).

Dessa definição temos que G ≥ 0 e que G
∣∣
∂Ba(x0)

= 0, logo G atinge seu máximo em

algum ponto x2 de Ba(x0).

A fim de que a função distância ρ(x) seja suave, é razoável pedirmos então

que x2 não seja cut point de x0 (proposição 2.8). Dessa forma, nossa G é suave na

proximidade de x2 e pelo prinćıpio do máximo

∇G(x2) = 0 e ∆G(x2) ≤ 0. (36)

Utilizando 36, vamos encontrar relações para o ∇g(x2) e o ∆g(x2).
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Calculando o gradiente de G, temos:

∇G = ∇((a2 − ρ2)2g)

= (a2 − ρ2)2∇g + g∇(a2 − ρ2)2

= (a2 − ρ2)2∇g + g(2(a2 − ρ2)∇(a2 − ρ2))

= (a2 − ρ2)2∇g + g2(a2 − ρ2)(−2ρ∇ρ)

= −4g(a2 − ρ2)ρ∇ρ+ (a2 − ρ2)2∇g.

Aplicando o gradiente de G em x2, temos ∇G(x2) = 0, logo

(a2 − ρ2(x2))2∇g(x2) = 4g(x2)(a
2 − ρ2(x2))ρ(x2)∇ρ(x2)

Dáı,

∇g
g

(x2) =
4ρ∇ρ
a2 − ρ2

(x2). (37)

Para o laplaciano de G, fazemos:

∆G = ∆((a2 − ρ2)2g)

= (a2 − ρ2)2∆g + g∆(a2 − ρ2)2 + 2〈∇(a2 − ρ2)2,∇g〉

= (a2 − ρ2)2∆g + g{2(a2 − ρ2)∆(a2 − ρ2) + 2〈∇(a2 − ρ2),∇(a2 − ρ2)〉}

+2〈2(a2 − ρ2)∇(a2 − ρ2),∇g〉

= (a2 − ρ2)2∆g + g{2(a2 − ρ2)(−∆ρ2) + 2〈−2ρ∇ρ,−2ρ∇ρ〉}

+2〈2(a2 − ρ2)(−2ρ∇ρ),∇g〉

= (a2 − ρ2)2∆g + g{−2(a2 − ρ2)(2ρ∆ρ+ 2〈∇ρ,∇ρ〉) + 8〈ρ∇ρ, ρ∇ρ〉}

−8〈(a2 − ρ2)ρ∇ρ,∇g〉

= (a2 − ρ2)2∆g + g{−4(a2 − ρ2)(ρ∆ρ− 4〈∇ρ,∇ρ〉) + 8〈ρ∇ρ, ρ∇ρ〉}

−8〈(a2 − ρ2)ρ∇ρ,∇g〉

Aplicando o laplaciano de G em x2, temos ∆G(x2) ≤ 0, e

(a2 − ρ2(x2))2
∆g

g
(x2) ≤ 4(a2 − ρ2(x2))ρ(x2)∆ρ(x2)

+4(a2 − ρ2(x2))‖∇ρ(x2)‖2 − 8ρ2(x2)‖∇ρ(x2)‖2

+8(a2 − ρ2(x2))ρ(x2)〈∇ρ(x2),
∇g
g

(x2)〉.
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,∣∣∣∣〈∇ρ(x2),
∇g
g

(x2)〉
∣∣∣∣ ≤ ‖∇ρ(x2)‖‖

∇g
g

(x2)‖,

segue,

∆g

g
(x2) ≤

4ρ(x2)∆ρ(x2)

(a2 − ρ2(x2))
+

4||∇ρ(x2)‖2

(a2 − ρ2(x2))
−8ρ2(x2)‖∇ρ(x2)‖2

(a2 − ρ2(x2))2
+

8ρ(x2)‖∇ρ(x2)‖
(a2 − ρ2(x2))

‖∇g
g

(x2)‖,

Do fato de x2 não ser cut point de x0, temos que ρ é diferenciável em x2, logo pelo item

i) de 3.1 obtemos ‖∇ρ(x2)‖ = 1. Usando (37), temos:

∆g

g
(x2) ≤

4(1 + ρ(x2)∆ρ(x2))

a2 − ρ2(x2)
+

24ρ2(x2)

(a2 − ρ2(x2))2
. (38)

Da desigualdade obtida em 3.2 e da hipótese ∆g ≥ cg2,

(a2 − ρ2(x2))2
∆g

g
(x2) ≤ 4(a2 − ρ2(x2))(1 + ρ(x2)∆ρ(x2)) + 24ρ2(x2).

Donde

c(a2 − ρ2(x2))2g(x2) ≤ 4(a2 − ρ2(x2))(1 + ρ(x2)∆ρ(x2)) + 24ρ2(x2)

cG(x2) ≤ 4(a2 − ρ2(x2))(1 + ρ(x2)∆ρ(x2)) + 24ρ2(x2)

≤ 4(a2 − ρ2(x2))(1 + (n− 1)(1 + kρ(x2))) + 24ρ2(x2)

≤ 4a2 − 4ρ2(x2) + 4an− 4a2 − 4ρ2(x2)n

+4a2(n− 1)kρ(x2) + 28ρ2(x2).

Como x2 ∈ Ba(x0), então ρ(x2) < a e, portanto, ρ2(x2) < a2. Dáı,

cG(x2) ≤ 4a2 − 4a2 + 4an− 4a2 − 4a2n+ 4a2(n− 1)ka+ 28a2

≤ 4a2k(n− 1)a+ 28a2

≤ a2(4k(n− 1)a+ 28)

Por fim, uma importante relação para G em x2 é obtida

G(x2) ≤
a2

c
(28 + 4k(n− 1)a). (39)

Como x2 não é cut point de x0, temos uma única geodésica σ minimizante,
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ligando x0 a x2. Assim, tomamos x0 ∈ σ tal que d(x0, x0) = ε, com ε > 0 suficientemente

pequeno. Definimos então ρ para x0 por ρ(x) = d(x, x0), a qual é suave perto de x2.

Definindo a função

Gε(x) = (a2 − (ρ(x) + ε)2)2g(x),

obtemos Gε(x) ≤ G(x) e Gε(x2) = G(x2), pois

Gε(x2) = (a2 − (ρ(x2) + ε)2)2g(x2) = (a2 − ρ2(x2))2g(x2) = G(x2).

Logo, x2 também é ponto de máximo de Gε.

Fazendo uma construção similar a (39) para Gε e mandando ε→ 0, teremos:

Gε(x2) ≤
a2

c
(28 + 4k(n− 1)a)

Como x2 é máximo de G na bola Ba(x0) e d(x1, x0) < a, então G(x1) ≤ G(x2).

Da definição de Gε, temos que

g(x) =
Gε(x)

(a2 − (ρ(x) + ε)2)2
.

A partir dáı, calculamos,

0 ≤ g(x1) ≤
G(x1)

(a2 − (ρ(x1) + ε)2)2
≤ G(x2)

(a2 − (ρ(x1) + ε)2)2
≤ a2(28 + 4k(n− 1)a)

c(a2 − (ρ(x1) + ε)2)2
.

Sendo a o raio da bola normal Ba(x0) e sendo M completa, podemos fazer

a→∞ e assim obter g(x1) = 0. No entanto, assumimos de ińıcio que g(x0) < g(x1). Se

g(x1) = 0 então g(x0) seria negativa, contradizendo a hipótese de que g é não-negativa.

Portanto, x0 é máximo de g.

Como x0 foi tomado arbitrariamente, todo ponto de M é máximo de g e assim

g(x) é constante para todo x ∈M . Da segunda condição sobre g, teremos

0 ≤ cg2(x) ≤ ∆g(x) = 0, ∀x ∈M

Isso nos dá g2(x) ≡ 0 e portanto, g ≡ 0.

�
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4 HIPERSUPERFÍCIES EM R4

Sejam f : M3 → R4 uma hipersuperf́ıcie mı́nima, orientada, com a métrica induzida e

ξ : M3 → R4 um campo vetorial unitário normal a f . Denotaremos por Aξ : TpM
3 →

TpM
3 o operador de forma na direção do campo normal ξ e k1 ≥ k2 ≥ k3 as curvaturas

principais de f . Denotamos também a curvatura média e a curvatura de Gauss-Kronecker

K de f , respectivamente, por

H(p) = k1 + k2 + k3 e K = det(Aξ) = k1k2k3.

Tendo por ińıcio que f é mı́nima, se assumirmos agora que a curvtura Gauss-

Kronecker de f seja identicamente nula e que sua segunda forma fundamental não se

anule em lugar nenhum de M , então teremos que suas curvaturas principais satisfazem

k1 = λ, k2 = 0, k3 = −λ, onde λ é uma função suave, positiva de M3.

Escolhemos, então, um referencial ortonormal local {e1, e2, e3} em M3, de

direções principais correspondendo a λ, 0,−λ. Sejam {ω1, ω2, ω3} o correferencial e {ωij},
i, j ∈ {1, 2, 3} as formas de conexão, respectivamente, associados ao nosso referencial. Da

construção das equações de estrutura, que fizemos em (14), e utilizando (10), temos que

para R4 tais equações se apresentam por

dωi =
∑
j

ωij ∧ ωj, ωij + ωji = 0 (40)

dωij =
∑
l

ωil ∧ ωlj − kikjωi ∧ ωj, i 6= j. (41)

A partir daqui, introduzimos duas funções em M , u, v : M3 → R, definidas

localmente em M , por

u := ω12(e3) e v := e2(log λ) (42)

e estudaremos algumas propriedades interessantes dessas funções, as quais terão grande

importância nas demonstrações que faremos mais a frente.

Por meio das equações de estrutura e de Codazzi, teremos que

ei(kj) = (ki − kj)ωij(ej), i 6= j, (43)

(k1 − k2)ω12(e3) = (k2 − k3)ω23(e1) = (k1 − k3)ω13(e2) (44)

Para isso, tomemos X = ei e Y = ej, i 6= j na equação de Codazzi apresentada em (2.1)
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e usemos o fato de que A(ei) = λiei e A(ej) = λiej, dáı

∇eiAej −∇ejAei = A([ei, ej])

= A(∇eiej −∇ejei)

= A(∇eiej)− A(∇ejei)

=
3∑
l

〈A(∇eiej), el〉el −
3∑
l

〈A(∇ejei), el〉el

=
3∑
l

〈∇eiej, Ael〉el −
3∑
l

〈∇ejei, Ael〉el

=
3∑
l

〈∇eiej, λlel〉el −
3∑
l

〈∇ejei, λlel〉el

=
3∑
l

λl〈∇eiej, el〉el −
3∑
l

λl〈∇ejei, el〉el.

Desenvolvendo o membro da esquerda, temos

∇eiAej −∇ejAei = ∇eiλjej −∇ejλiei

= λj∇eiej + ei(λj)ej − λi∇ejei − ej(λi)ei.

Portanto,

λj∇eiej + ei(λj)ej − λi∇ejei − ej(λi)ei =
3∑
l

λl〈∇eiej, el〉el −
3∑
l

λl〈∇ejei, el〉el.

Aplicando o produto interno cm ej e usando a igualdade (17),

λj〈∇eiej, ej〉+ ei(λj)− λi〈∇ejei, ej〉 = λj〈∇eiej, ej〉 − λj〈∇ejei, ej〉

ei(λj) = λi〈∇ejei, ej〉 − λj〈∇ejei, ej〉

= (λi − λj)〈∇ejei, ej〉

= (λi − λj)ωij(ej),

donde obtemos, ei(kj) = (ki − kj)ωij(ej).
Tomando novamente a igualdade

λj∇eiej + ei(λj)ej − λi∇ejei − ej(λi)ei =
3∑
l

λl〈∇eiej, el〉el −
3∑
l

λl〈∇ejei, el〉el
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para i = 1, j = 2 e aplicando o produto interno com e3, temos

λ2〈∇e1e2, e3〉 − λ1〈∇e2e1, e3〉 = λ3〈∇e1e2, e3〉 − λ3〈∇e2e1, e3〉

(λ2 − λ1)〈∇e1e2, e3〉 = (λ1 − λ3)〈∇e1e2, e3〉,

logo (k2 − k1)ω23(e1) = (k1 − k3)ω13(e2).

De modo análogo, agora fazendo i = 1, j = 3 e aplicando o produto interno com e2,

obtemos (k2 − k3)ω23(e1) = (k1 − k3)ω12(e3).

Por fim, então, temos o desejado

(k1 − k3)ω13(e2) = (k2 − k1)ω23(e1) = (k1 − k3)ω12(e3).

Como dito, anteriormente, estudaremos algumas propriedades importantes so-

bre as funções u, v definidas em (42). Faremos isso, em alguns lemas a seguir.

Lema 4.1. Sejam {ωij} as formas de conexões, e u, v as funções definidas em (42). Então

o seguinte vale:

i) ω12(e1) = v, ω12(e2) = 0, ω12(e3) = u;

ii) ω13(e1) =
1

2
e3(lnλ), ω13(e2) =

1

2
u, ω13(e3) = −1

2
e1(lnλ);

iii) ω23(e1) = u, ω23(e2) = 0, ω23(e3) = −v.

Demonstração. Como os três itens possuem uma construção similar nas demonstrações,

provaremos apenas o item ii), que apresenta igualdades um pouco mais interessantes.

Para a prova de ii), tomemos i = 3 e j = 1 em 44, dáı

e3(k1) = (k3 − k1)ω31(e1),

como k1 = λ > k2 = 0 > k3 = −λ, temos

e3(λ) = −2λω31(e1) .

Assim,

ω31(e1) = −e3(λ)

2λ

= −1

2
e3(lnλ).

Por fim, temos

ω13(e1) =
1

2
e3(lnλ) .
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Analogamente, fazendo i = 1 e j = 2 em 44, temos

(k1 − k3)ω13(e2) = (k1 − k2)ω12(e3)

e

2λω13(e2) = λu.

Logo,

ω13(e2) =
1

2
u.

Usando novamente 44, faremos i = 1, j = 3. Assim,

e1(k3) = (k1 − k3)ω13(e3)

donde,

e1(−λ) = 2λω13(e3).

Logo

ω13(e3) = −e1(λ)

2λ

= −1

2
e1(lnλ).

�

Lema 4.2. Em posse do referencial ortonormal {e1, e2, e3} e das funções u, v, já definidas

anteriormente. Vamos mostrar que valem as seguintes igualdades:

i) e2(v) = v2 − u2;
ii) e1(u) = e3(v);

iii) e2(u) = 2uv;

iv) e3(u) = −e1(v).

Para as demonstrações, utilizaremos as equações de estrutura (40) e a relação

(34).

Demonstração. i) Façamos X = e1 e Y = e2. Dáı, temos:

dω12(e1, e2) = ω11 ∧ ω12(e1, e2) + ω12 ∧ ω22(e1, e2) + ω13 ∧ ω32(e1, e2)− k1k2ω1 ∧ ω2(e1, e2)

= ω13 ∧ ω32(e1, e2)− k1k2ω1 ∧ ω2(e1, e2)

dω12(e1, e2) = e1ω12(e2)− e2ω12(e1)− ω12([e1, e2]),

assim

e1ω12(e2)− e2ω12(e1)− ω12([e1, e2]) = ω13 ∧ ω32(e1, e2)− k1k2ω1 ∧ ω2(e1, e2).
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Pelo obtido, precisamos calcular os colchetes dos campos. Usando a definição, te-

mos,

[e1, e2] = ∇e1e2 −∇e2e1

= ω21(e1)e1 + ω23(e1)e3 − ω12(e2)e2 − ω13(e2)e3

= −ve1 + ue3 −
1

2
ue3

= −ve1 +
1

2
ue3.

Substituindo os valores obtidos dos colchetes e eliminando os termos nulos, teremos

−e2ω12(e1)− ω12(−ve1 +
1

2
ue3) = ω13(e1)ω32(e2)− ω13(e2)ω32(e1)

= ω13(e2)ω23(e1)

−e2(v) + vω12(e1)−
1

2
uω12(e3) =

1

2
u.u

−e2(v) + v2 − 1

2
u2 =

1

2
u2.

Finalmente, e2(v) = v2 − u2.
ii) Seguindos passos do item i)

e1ω12(e3)− e3ω12(e1)− ω12([e1, e3]) = ω13 ∧ ω32(e1, e3)− k1k2ω1 ∧ ω2(e1, e3)

dáı,

e1ω12(e3)− e3ω12(e1)− ω12([e1, e3]) = ω13(e1)ω32(e3)− ω13(e3)ω32(e1).

Calculamos então os colchetes,

[e1, e3] = ∇e1e3 −∇e3e1

= ω31(e1)e1 + ω32(e1)e2 − ω12(e3)e2 − ω13(e3)e3

= −ve1 + ue3 −
u

2
e3

= −1

2
e3(lnλ)e1 − ue2 − ue2 +

1

2
e1(lnλ)e3

= −1

2
e3(lnλ)e1 − 2ue2 +

1

2
e1(lnλ)e3.

Substituindo os valores e organizando os termos, teremos

e1(v)− e3(v)− ω12(
1

2
e3(lnλ)e1 − 2ue2 +

1

2
e1(lnλ)e3) =

1

2
e3(lnλ)v − 1

2
e1(lnλ)u

e1(v)− e3(v) +
1

2
e3(lnλ)v − 1

2
e1(lnλ)u =

1

2
e3(lnλ)v − 1

2
e1(lnλ)u.
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Fornecendo, ao final, e1(u) = e3(v).

iii) Assim como nos itens anteriores,

e1ω23(e2)− e2ω23(e1)− ω23([e1, e2]) = ω21 ∧ ω13(e1, e2)− λ2λ3ω2 ∧ ω3(e1, e2).

Resolvendo os colchetes,

[e2, e3] = ∇e2e3 −∇e3e2

= ω31(e2)e1 + ω32(e2)e2 − ω21(e3)e1 − ω23(e3)e3

= −u
2
e1 + ue1 + ve3

=
u

2
e1 + ve3.

Substituindo,

−e2(u)− ω23(−ve1 +
u

2
e3) = ω21(e1)ω13(e2)− ω21(e2)ω13(e1)

−e2(u) + vω23(e1)−
u

2
ω23(e3) = −vu

2

−e2(u) + vu− 1

2
uv = −1

2
uv.

Logo e2(u) = 2uv.

iv) Novamente,

e1ω23(e3)− e3ω23(e1)− ω23([e1, e3]) = ω21 ∧ ω13(e1, e3)− λ2λ3ω2 ∧ ω3(e1, e3).

Como já calculamos o colchete [e1, e3] no item ii), substituimos,

−e1(v)− e3(u)− ω23(
1

2
e3(lnλ)e1 − 2ue2 +

1

2
e1(lnλ)e3) = ω21(e1)ω13(e3)− ω21(e3)ω13(e1)

−e1(v)− e3(u) +
1

2
e3(lnλ)u+

1

2
e1(lnλ)v = v

1

2
e1(lnλ) + u

1

2
e3(lnλ)

Logo, e3(u) = −e1(v).

�
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5 RESULTADOS PRINCIPAIS

Teorema 5.1. Sejam M3 uma variedade Riemanniana orientada,completa e f : M3 → R4

uma imersão isométrica mı́nima com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente zero

e segunda forma fundamental não se anulando em nenhum ponto de M . Se a curva-

tura escalar de M3 é limitada inferiormente, então f(M3) se decompõe como o produto

Euclidiano L2 × R, onde L2 é uma superf́ıcie mı́nima completa em R3, com curvatura

Gaussiana limitada inferiormente.

Demonstração. Na primeira parte dessa demonstração, nossa estratégia é usar o teo-

rema da decomposição de de Rham para decompor M3 como produto de duas suvariedades

maximais.

Suponhamos então M3 simplesmente conexa. Tomamos um referencial orto-

normal global {e1, e2, e3}, de campos de vetores associados aos autovalores k1 = λ, k2 =

0, k3 = −λ, ou seja, Aη(e1) = k1e1, Aη(e2) = k2e2 e Aη(e3) = k3e3, onde Aη : TpM →
TpM é operador de forma (Weingarten) na direção de η ∈ (TpM)⊥. Consideramos, a

partir dáı, {ω1, ω2, ω3} e {ωij}, i, j = 1, 2, 3, a base dual e as formas de conexão, respec-

tivamente, em M , associadas ao nosso referencial {e1, e2, e3}.
Com isso, calculamos a curvatura escalar S,

S(p) = 2(k1k2 + k1k3 + k2k3) = −2λ2

e as curvaturas de Ricci de M3

Ricp(e1) = sec(e1, e2) + sec(e1, e3) = −λ2

Ricp(e2) = sec(e2, e1) + sec(e2, e3) = 0

Ricp(e3) = sec(e3, e1) + sec(e3, e2) = −λ2.

Donde, pela hipótese da curvatura escalar, conclúımos também que a curvatura de Ricci

é limitada inferiormente.

Afimação 5.1. As funções u e v, definidas em (42), são identicamente nulas.

Demonstração. Mostraremos, primeiramente, que u, v são hamônicas e, usando o lema

3.3, conclúımos a prova da afirmação.

De fato, da definição do Laplaciano apresentada em (2.7), temos que

∆v =
3∑
i=1

(eiei(v)− (∇eiei)(v)).
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Da relação ∇eiei =
3∑
j=1

ωij(ei)ej, fazemos

∆v =
3∑
i=1

eiei(v)−
3∑
j=1

ωij(ei)ej(v) =
3∑
j=1

(ejej(v)− ωij(ei)ej(v))

= e1e1(v) + e2e2(v) + e3e3(v)− (ω21(e2) + ω31(e3))e1(v)

−(ω12(e1) + ω32(e3))e2(v)− (ω13(e1) + ω23(e2))e3(v)

substituindo os valores das formas de conexão, obtemos

∆v = e1e1(v) + e2e2(v) + e3e3(v)− 1

2
e1(lnλ)e1(v)− 2e2(v)− 1

2
e3(lnλ)e3(v).

Usando as igualdades que obtemos no lema anterior

e1e1(v) = −e1e3(u),

e2e2(v) = 2ve2(v)− 2ue2(v),

= 2v3 − 6vu2,

e3e3(v) = e3e1(u).

Dáı,

∆v = −e1e3(u) + e3e1(u) + 2v3 − 6vu2 − 1

2
e1(lnλ)e1(v)− 2e2(v)− 1

2
e3(lnλ)e3(v).

Agora, observamos o seguinte fato da definição do colhete,

[e1, e3] = −(−e1e3(u) + e3e1(u)) = −1

2
e1(lnλ)e1(v)− 2e2(v)− 1

2
e3(lnλ)e3(v)

= −1

2
e1(lnλ)e1(v)− 4u2v − 1

2
e3(lnλ)e3(v).

Isso nos dá

∆v = 2v3 − 6u2v + 4u2v − 2e2(v)

= 2v3 − 6u2v + 4u2v − 2v(v2 − u2)

= 2v3 − 6u2v + 4u2v − 2v3 − 2u2v.

Portanto, ∆v = 0. De modo análogo, mostramos que ∆u = 0.
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Usando a definição e as propriedades do gradiente, teremos

∆(u2 + v2) = ∆u2 + ∆v2

= 2u∆u+ 2v∆v + 2‖∇u‖2 + 2‖∇v‖2

= 2(‖∇u‖2 + ‖∇v‖2)

pois, tinhamos que ∆u = ∆v = 0.

Dáı,

∆(u2 + v2) = 2(‖∇u‖2 + ‖∇v‖2)

≥ 2((e2(u))2 + (e2(v))2)

= 2((2uv)2 + (v2 − u2)2)

= 2(v4 + 2u2v2 + u4) = 2(u2 + v2)2.

Assim,

∆(u2 + v2) ≥ 2(u2 + v2)2.

Fazendo g = (u2 +v2) e c = 2, o lema 3.3 nos diz que (u2 +v2) é identicamente

nula e, portanto, u = v ≡ 0, chegando ao desejado.

Sejam agora p ∈ M3 e D1 e D2 distribuições em M3, de dimensões 1 e 2,

respectivamente, onde D1(p) é gerada por e2 e D2(p) por e1 e e3. Dessa forma, temos que

TpM = D1(p) ⊕ D2(p). Partindo disso, mostremos que D1(p) e D2(p) são involutivas e

paralelas.

Usando as equações que calculamos para os colchetes, obtemos que [e1, e3] ∈
D2(p), pois

[e1, e3] = −1

2
e3(lnλ)e1 − 2ue2 +

1

2
e1(lnλ)e3

= −1

2
e3(lnλ)e1 +

1

2
e1(lnλ)e3. (u ≡ 0)

Logo, D2(p) é involutiva.

Para mostrarmos que D2(p) é paralela, usamos as igualdades calculadas, ante-

riormente, no lema 4.1 e a relação ∇ekei =
3∑
j

ωij(ek)ej com i = 1, 3 e k = 1, 2, 3, obtida

em (17). Dessa forma, obtemos que ∇ekei ∈ D2(p) e portanto, D2(p) também é paralela.

Como D1(p) tem dimensão 1, então D1 é involutiva. Valendo-se, novamente,

da igualdade ∇eke2 =
3∑
2

ωij(ek)ej com k = 1, 2, 3 e do lema 4.1, temos que ∇eke2 ∈ D1(p)

e assim conclúımos que D1(p) é paralela.



41

Sendo assim, temos M3 simplesmente conexa com duas distribuições D1 e D2,

ambas paralelas e involutivas, de dimensões 1 e 2, respectivamente, e TpM = D1(p) ⊕
D2(p). O teorema da decomposição de de Rham 2.5 nos diz então que M3 = M1

1 ×M2
2 ,

onde M1
1 e M2

2 são subvariedades integrais maximais de D1(p) e D2(p).

Nossa intenção agora é mostrar que f(M3) = L2 ×R, com L2 uma superf́ıcie

mı́nima, completa de R3, com curvatura Gaussiana limitada inferiormente.

Tomamos p = (p1, p2) ∈ M1
1 ×M2

2 . Definimos então as imersões f1 = f ◦ i1 :

M1 → R4 e f2 = f ◦ i2 : M2 → R4, onde i1 : M1 ↪→ M1 ×M2 e i2 : M2 ↪→ M1 ×M2 são

as aplicações de inclusão; ∇, ∇̃ e ∇̂ as conexões de R4, f1 e f2, respectivamente; por fim

chamamos B1 e B2 as aplicações bilineares associadas às segundas formas fundamentais

de f1 e f2, respectivamente.

Usando a relação de Gauss das conexões para a nossa imersão f , temos que

∇e2ei = ∇e2ei + 〈Aη(e2), ei〉η.

Já temos que Aη(e2) = 0, e calculando ∇e2ei =
∑
j

ωij(e2)ej, mostramos que ∇e2ei = 0.

Isso nos dá que

∇e2ei = 0.

Raciocinando similarmente para a imersão f1, temos

∇e2e2 = ∇̃e2e2 +B1(e2, e2).

Pelo obtido anteriormente, já temos ∇e2e2 = 0. Dáı, ∇̃e2e2 = 0 e B1(e2, e2) = 0. Dessa

conclusão sobre B1 obtemos que f1 é totalmente geodésica e, portanto, f1(M1) = R.

Nosso objetivo agora é reduzir a codimensão de f2, a fim de que L2 = f2(M2) ⊂
R3. Para isso, seguimos o mesmo processo da relação de Gauss com f2. Assim,

∇XY = ∇̂XY +B2(X, Y ), X, Y ∈ Tp2M2.

Escolhemos X = ek e Y = ei, i, k = 1, 3, e aplicamos o produto interno com e2. Dáı,

∇ekei = ∇̂ekei +B2(ek, ei),

〈∇ekei, e2〉 = 〈∇̂ekei, e2〉+ 〈B2(ek, ei), e2〉.

Como e2 é normal a f2, então 〈∇̂ekei, e2〉 = 0. Usando a compatibilidade da conexão de

R4,

〈∇ekei, e2〉 = −〈ei,∇eke2〉.



42

Do que já obtemos antes para f , ∇eke2 = 0. Dessa forma, temos

〈B2(ek, ei), e2〉 = 0, e f2 é mı́nima.

Olhando agora para o primeiro espaço normal de f2, em p2 ∈M2,

N1(p2) = {B2(X, Y ); X, Y ∈ Tp2M2}

= {〈B2(X, Y ), η〉η + 〈B2(X, Y ), e2〉e2; X, Y ∈ Tp2M2}

= {〈B2(X, Y ), η〉η; X, Y ∈ Tp2M2}.

Disso obtemos que N1 é um subfibrado de (Tp2M2)
⊥ de posto 1, pois para p2 ∈ M2, o

espaço N1(p2) é gerado por η ∈ (Tp2M2)
⊥.

Agora mostramos que N1 é um subfibrado paralelo de (Tp2M2)
⊥, isto é, para

Y ∈ N1 e X ∈ TM2, tem-se ∇̂⊥XY ∈ N1.

Sejam, então, Y = η e X = ek, k = 1, 3. Pela relação do operador de forma,

temos

0 = ∇eke2 = −Aη(ek) + ∇̂⊥XY ∈ N1.

Derivando o produto 〈e2, η〉 = 0, obtemos

〈∇̂⊥eke2, η〉+ 〈e2, ∇̂⊥ekη〉 = 0.

Logo, 〈e2, ∇̂⊥ekη〉 = 0 e assim, ∇̂⊥ekη = 0.

Assim, mostramos que N1 é um subfibrado paralelo de (Tp2M2)
⊥ de posto 1.

Pelo teorema 2.3, podemos reduzir a codimensão de f2 : M2 → R4 para 1, ou seja,

L2 = f2(M2) ⊂ R3.

Por fim, obtemos f(M3) = L2×R, com L2 uma superf́ıcie mı́nima de R3, com

curvatura Gaussiana limitada inferiormente.

Por fim, analisamos o caso em que M3 não é simplesmente conexa. Tomamos,

nesse caso, M̃3 o recobrimento universal de M3 com π : M̃3 → M3 isometria local

pela métrica de recobrimento. Definimos então f̃ = f ◦ π : M̃3 → R4 hipersuperf́ıcie

mı́nima com curvatura de Gauss-Kronecker nula. Além disso, a Ricci de M̃3 é limitada

inferiormente e B̃, segunda forma de f̃ , é não nula em M̃3. Dessa forma, fazemos para

M̃3 a mesma construção do caso em que M3 é simplesmente conexa. Como π é uma

isometria local, temos que f(M3) é localmente o produto L2 × R.

�

Para o segundo teorema principal, usaremos importante resultado sobre hiper-

superśıcies de Rn+1, cuja prova pode ser encontrada em (SMITH and XAVIER (1987)).

Proposição 5.1. (Teorema das curvaturas principais) Seja f : Mn → Rn+1 hiper-
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superf́ıcie completa, orientada, que não seja um hiperplano. Seja Aη o operador linear,

auto-adjunto, associado a segunda forma fundamental, com respeito ao campo unitário

normal η. Seja Λ ⊂ R o conjunto de autovalres não nulos de A e seja Λ± = Λ ∩ R±,

então:

i Se Λ+ e Λ− são não vazios, então infΛ+ = sup Λ− = 0.

ii Se Λ+ ou Λ− é vazio, então o fecho Λ de Λ é conexo.

Teorema 5.2. Seja M3 uma variedade Riemanniana orientada,completa e f : M3 → R4

uma imersão isométrica mı́nima com curvatura de Gauss-Kronecker constante. Então a

curvatura de Gauss-Kronecker é identicamente zero.

Demonstração. Suponhamos por absurdo que K 6= 0, podemos então escolher uma ori-

entação em que K > 0 e k1 > 0. Dessa forma, k2k3 > 0. Como f é mı́nima, te-

mos que k2 + k3 = −k1 < 0, logo tomamos 0 > k2 ≥ k3. Podemos fazer ainda que

k1 = −k2 − k3 = |k2| + |k3|, dáı k1 ≥ |ki|, i = 2, 3. Pelo teorema 5.1, item i), existe uma

sequência {pn} de M tal que k1(pn) → 0. Do que obtemos de k1 ≥ |ki|, i = 2, 3, temos

também que k2(pn) → 0 e k3(pn) → 0. Portanto, K(pn) → 0. Como, por hipótese, a

curvatura de Gauss-Kronecker K(p) é constante para todo p ∈M conclúımos que K ≡ 0,

contradição. O caso K < 0 é feito de modo análogo.

�
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