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RESUMO

Neste trabalho vamos fazer uma abordagem elementar sobre a fun¢do exponencial
visando entender o significado de poténcias com expoente natural, inteiro, racional e
irracional bem como as propriedades que fazem dela uma das fun¢des mais impor-
tantes da Matemadtica. Paralelamente, serd feita outra abordagem mostrando essas
propriedades usando uma ferramenta poderosa da Matematica: o cdlculo diferencial e
integral. Também vamos tratar da funcdo logaritmica por ela ser a inversa da funcdo

exponencial e por ser tdo importante quanto esta.

Palavras-chave: Poténcias. Fungdo Exponencial. Fun¢do Logaritmica.



ABSTRACT

In this work we make an elementary approach to the exponential function in order
to understand the meaning of powers with natural exponent, integer, rational and ir-
rational as well as the properties that make it one of the most important functions of
mathematics. In parallel, another approach will be showing these properties using a
powerful tool of mathematics: differential and integral calculus. We will also discuss
the logarithmic function because it is the inverse of the exponential function and being
as important as this.

Keywords: Powers. Exponential Function. Logarithmic Function.
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1 INTRODUCAO

O ensino de poténcias cujo expoente é um niimero natural, inteiro e até racional no
ensino bésico é relativamente simples. O problema surge quando queremos ensinar o
que é uma poténcia cujo o expoente é um nimero irracional. Como vamos justificar, por
exemplo, o fato do gréfico de fungdo exponencial y = a* ser uma curva sem nenhum
“buraco” quando x assumir um valor irracional. Agora que isso foi mencionado,
comegamos a entender a real dimensao deste problema. Exposto tal problema, vamos
buscar entender as dificuldades inerentes a ele e explicar como pode ser abordado tal
questdo no decorrer do texto.

No capitulo 2} serd apresentada a fun¢do exponencial y = a* visando dar sentido a
poténcias com expoente natural, inteiro, racional e irracional de forma elementar para
que o professor do ensino basico, que venha a ler este trabalho, tenha como explicar a
seus alunos, por exemplo, o que é matematicamente uma poténcia como 3 V2, Também
serd mostrado o significado, de forma explicita, do termo “crescimento exponencial” e
como a fungdo exponencial esta relacionada com a progressdo geométrica.

No capitulo3} serd feita a apresentacdo da fungdo logaritmica como sendo a inversa
da fung¢do exponencial e serdo demonstradas as suas propriedades de forma elementar.
A representacdo algébrica e grafica desta e daquela fungdo serdo utilizadas para melhor
comparar caracteristicas entre as duas ou entre elas proéprias.

No capitulo 4, sera feita a apresentacdo das fungdes exponencial e logaritmica a
partir da definicdo do ntimero e e das propriedades da derivada e da integral. Vamos
mudar aqui a ordem natural de aparecimento destas fun¢des para melhor organizar e
desenvolver as defini¢des e propriedades de tais fungdes.

No capitulo |5, vamos ver como é feita a apresentagdo das fungdes exponencial e
logaritmica em alguns livros do ensino médio e vamos comentar a respeito quando
julgarmos ser necessdrio. Com base nas discussdes expostas em AVILA(T), AVILAQ),
BONGIOVANNNI(3), DANTE(#4), FRAENKEL(6), LIMA(10), LIMA(13) e MANDEL(17)
serd apresentada uma tabela contendo itens que julgamos ser necessarios para que haja
de fato uma satisfatéria compreensdo dos conceitos e propriedades destas fungdes a
qual vai mostrar se DANTE(D), IEZZI et al(8)), PAIVA(18) e SMOLE e DINIZ(20) tem ou
ndo determinado item para poder melhorar a aprendizagem do leitor.



2 A FUNCAO EXPONENCIAL

Vamos estudar a funcgéo
f R — R dada por f(x) = a*, onde a é uma constante real.

Isso sera feito inicialmente estudando os casos em que x é um nimero natural, inteiro,
racional e irracional. Queremos entender, principalmente, o que significa matematica-
mente poténcias com expoentes irracionais tais como

A U (%) e (V3)°.

2.1 Entendendo a poténcia a*

Para bem entender o que significa a poténcia a*, é preciso estudar tanto a base a
quanto o expoente x. Entdo comecemos pela base. Como estamos visando a fungdo
exponencial e ainda nédo foi dito nada sobre a base a, nosso desejo imediato é definir
tal funcdo para todo ntmero real a. Mas, infelizmente, isso ndo é possivel. Vejamos o
porqué:

Se a < 0, pode ndo existir o namero real a* como (—2)% = V-2.

Sea =0, y = 0* = 0 somente se x for um ndmero real positivo. Pois se x for um
nuamero real negativo ou zero, a expressao 0* ndo tem signiﬁcad

Sea =1,y =1 =1 para todo nimero real x.

Logo, precisamos restringir a fungdo exponencial a poténcia cuja base seja um
nuamero real positivo e diferente de 1. Fazendo isto, o expoente x pode variar livremente
pelos niimeros reais sem corrermos o risco de termos uma expressdo indeterminada
ou, até mesmo, um nimero inexistente no conjunto dos ntimeros reais.

Agora, vamos ver como se define 4* quando x é um ntiimero racional ou irracional.

Quando x é um nimero natural 7, temos as igualdades abaixo:

Assim, a" é o produto da multiplicacdo de a por ele mesmo n vezes.
Quando x é um nimero inteiro negativo, temos
a1 . .
a”" = — onde n é um ntimero natural.
a
Ou seja, a™" é o inverso multiplicativo de a”.
Quando x é zero, definimos a° = 1. Uma justificativa para isso estd na forma natural

m+n

em que a propriedade a” - a" = a™", que serd mais a frente enunciada, a faz surgir.

10907 =1 e0™ = 4 sdo expressdes indeterminadas.
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Assim, se fizermos m = 0 nessa propriedade, teremos a®-a" = %" = g" = 4"-(a°-1) = 0.
Donde concluimos que a tnica possibilidade é a° = 1, ja que a # 0.

Quando x é a fracdo 1 onde 1 é um nimero natural, a poténcia a» é definida como
a raiz n-ésima de a e denotamos isto pelo simbolo {/a. Assim, dado uma base a e um
numero natural 7, existe um tinico ntimero real positivo y tal que y = ar = {a. A
existéncia desta raiz provém de resultados como o Teorema do Valor Intermedidrio,

enunciado e demonstrado no Apéndice B} e, mais indiretamente, do Axioma da Com-

pleteza de R.
De modo geral, dado um ntmero natural 71, teremos
1 1 1 1
an = \n/a e a-n = _l = - ,
an a

onde {/a é a raiz n-ésima de g,
a é o radicando e
n é o indice.
. 1_ 3 i
Veja, por exemplo, que 23 = V2 e 5% =-1 = %\5
51
Quando x é um ntmero racional, ou seja, quando x é uma fracdo ”' onde m é um
numero natural e n é um ntimero inteiro ndo-nulo, entdo teremos
(Rfa)™ = am sen>0

x _ 1m_
a=ar = (a)" = LV 1,
) T Ry T R

sen<0

-n

Assim, a# é o produto da multiplicacio da poténcia a» por ela mesma m vezes.

A fungdo exponencial y = a*, quando x é um ndmero racional, é crescente sea > 1,
decrescente se a4 < 1 e constante se 2 = 1, pois intuitivamente se 2 > 1 quanto maior
0 expoente x, maior € a poténcia a* e se 4 < 1 quanto maior o expoente x, menor ¢ a

2 1
poténcia a*. Como, por exemplo, 23 > 23 e (%)3 < (%)E Podemos fazer um esbogo do
grafico com base nessa monotonicidadef]

Note que o caso em que a base a for igual a 1 ndo serd considerado quando tratarmos
da funcdo exponencial de agora em diante, ja que se trata de um caso degenerado.
Quando usarmos a expressdo base a, ficara entendido que a é um ntimero real positivo
e diferente de 1;

Quando x é um ntimero irracional, infelizmente ndo hd uma expressdo como as que
foram usadas para x racional. Assim, precisamos recorrer a expressao decimal de um
nuimero real para podermos introduzir uma definicdo adequada para este caso.

Tal definicdo esta relacionada precisamente na propria definicdo de nimero irra-
cional como uma aproximagdo por nimeros racionais. Ou seja, vamos determinar

uma aproximagdo de 4* por ntimeros racionais em fungdo de uma aproximacado para

2 Uma fungdo que é crescente, decrescente ou constante é chamada de fungdo monétona.
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Figura 1 — Graficos de y = a* paraa = 3,1/3, 1, respectivamente, e para x € Q

v v v
35 35 35

3 3 3
25 25 251
2 2 2

15 15 151

15 1 05 0 05 1 15 > 15 -1 -05 0 05 1 15 2 -1 -05 0 05 1 15 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

o numero irracional x por nimeros racionais. Comecemos com um exemplo para

motivar tal definicdo.

Exemplo 2.1. Determine uma aproximacao racional para V6 com 6 casas decimais
exatas.

Vamos aproximéa-lo por racionais menores que V6 (por falta) e por racionais maiores
que V6 (por excesso):

2<V6<3
2,4< V6<2,5
2,44 < V6 < 2,45
2,449 < V6 < 2,450
2,4494 < V6 < 2,4495 2.1)
2,44948 < V6 < 2,44949
2,449489 < V6 < 2,449490
2,4494897 < V6 < 2,4494898

< V6 <

Das desigualdades acima, concluimos que V6 = 2,449489 com 6 casas decimais
exatas. Assim, 0s nimeros

n=2,rn=24,r=244,---,r, =2,4494897, ---
sd0 as aproximagcdes racionais de V6 por falta, a0 passo que os ntimeros
s1=3,5,=205,5=2,45,---,5,=2,4494898 , ---

s30 as aproximagdes racionais de V6 por excesso.
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Como explicamos anteriormente, a fun¢do exponencial y = a*, onde x é um ntimero
racional, é crescente se a > 1 e decrescente se 2 < 1. Portanto, para a > 1, as desigual-
dades expressas em 2.1|implicam que

2% <aVe < g3
> < q Vo < g?5
a2 < g Vo < 245
249 < V6 52450
g2A94 o V6 o ;24495
244948 - pV6 ;244949
2449489 - V6 - 12449490

ﬂ2’4494897 < El\/g < 612’4494898

<a‘/€<

Logo, apoténciaa V6 ¢ entendida como o ntimero real cujo valor aproximado é a poténcia

com expoente racional a>**%_ Mais precisamente,

Defini¢ao 2.1. Dada a poténcia a*, onde x é um ntimero irracional, é possivel determinar
ndmeros racionais r, e s, tais que 7, < x < s, impliquem que a™ < a* < 4* casoa > 1
ou a” < a* < a™ caso a < 1, onde r, é uma aproximacédo por falta e s, por excesso.
Assim, a poténcia a* é o nimero real cuja aproximacdo por falta é a’" e por excesso é a*
casoa > 1. No casoa < 1, > é uma aproximacdo de a* por falta e a™ por excesso. E
tais aproximagdes podem ser conseguidas com tantas casas decimais exatas quanto se
queira, bastando para isto aumentar o valor de n.

Observe que r,, e s, existem em virtude do Axioma da Completeza de R.
Figura 2 — Graficosde y =3"ey = (%)x, respectivamente, para x € R

Y \s
35 35

25 25

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Agora que definimos a poténcia a* para todo ntiimero real x, entendemos que o
gréfico da funcdo exponencial y = a* pode ser esbocado de modo a preencher os “bura-
cos” antes apresentados quando x variava apenas no conjunto dos niimeros racionais.
Com isto, a imagem de y = a* é o conjunto dos ntimeros reais positivos R}, (Figura 2).

H4 alguma relacgdo entre os graficos de f(x) = a* e g(x) = (%)x paraa > lex € R?
Sim. Como f(x) = a* = (l)_x = g(—x), segue que as fungodes f e g sdo simétrica em

a

relagdo ao eixo y, conforme

Figura 3 — Graficos de f e g paraa = 3 e para a > 1 qualquer, respectivamente
\ ) / o(@) = (é) fz) = a®

(—1g(-1)) 3 (1))

(z, f(=))

25

2
g(x) = G)x . /(x) =3

/

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que:

e Para a > 1, observamos que, quanto maior for a base 4, mais rapido cresce a*

quando x cresce e mais préoximo dos eixos x e y fica o gréfico de y = a* (Figural4);
e Paraa < 1, observamos que, quanto menor for a base 4, mais rdpido decresce a*
quando x cresce e mais préximo dos eixos x e y fica o gréfico y = a* (Figura[f).
Proposicdo 2.1. A funcdo exponencial é injetiva.

Demonstragdo. Sejam x1, x» € R com x; # x,. Assim, podemos supor que x; < x,. Como
y = a* é crescente para a > 1, resulta que a' < a. Logo, y; = a" # a*? = y,. O caso

a <1 é analogo. O

3 Duas fungdes f e ¢ sdo simétricas em relagdo ao eixo y se f(x) = g(—x) para todo x no dominio de f e
g.



Figura 4 — Grafico de y = a* paraa = 3,
5e10

y = 10"
*y:5z
L y=3"

X,

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2 Propriedades da funcao exponencial
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Figura 5 — Gréfico de y = a* paraa = 1,

Fonte: Elaborada pelo autor.

Algumas das razdes para a fungdo exponencial ser tdo importante estdo nas suas

propriedades operatérias, as quais listamos abaixo:

El: aV=a"-a¥, x,yelR
E3: a"V=%, xyekR;
E4: (a¥)Y =aY,

x,y€R;

E5: (ab)* =a*-b*, x€elR;

e nas suas propriedades funcionais, listadas abaixo:

E6 : A taxa de variacdo média de f é proporcional a ela mesma:

flx+h) - f(x) _ a¥Hh _ gx R

—a*

h
o at=1

h h

a"—1

h =
ondeheC p

sdo constantes.

=a -

:f('x)'cl

Esta propriedade serd utilizada para entendermos como surge o nimero e

definido como uma base especial da fungdo exponencial no capitulo
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E7 : A taxa de variacdo relativa de f é constante:

fe+h) = fx) o' —a* a*-d"—a" c
f(x) S -

onde h e C = a" — 1 sdo constantes.

Esta propriedade caracteriza as grandezas que variam com taxa de cres-
cimento constante como as progressdes geométricas que aparecem mes-
cladas com a funcdo exponencial em aplicagéesﬁ como juros compostos,
crescimento populacional, desintegragdo radioativa, lei do resfriamento de
Newtorﬂ elimina¢do de uma substancia de certa mistura, etc.

2.3 O crescimento exponencial

A fungdo exponencial tem um crescimento muito rdpido se comparado com outras
fungoes. Esta caracteristica precisa ser explicada de forma explicita para que o leitor
(aluno) a perceba. Um recurso a disposi¢do do professor é comparar, através de tabelas
e graficos, os valores dessa fun¢do com os de outras fun¢des como a fungdo afim e a
funcdo quadrética, que sdo fung¢des estudadas no ensino bdasico.

Exemplo 2.2. Compare os valores das fungdes y = 2x+1, y = x>e y = 2%, parax € [0, 65],
por meio de tabela e gréficos.

Figura 6 — Gréficos das fungdes y = 2x + 1, y = x* e y = 2* em escalas diferentes

2200 % Bivo X 1 — FEizo X 1
ixo - =
- = EixzoY 1000
30000) FEizoY 500 60000) N
y=2"
28000) 55000
26000)
50000
24000
22000 45000
20000 y=2" 40000}
18000
35000
16000
30000)
14000
12000) 25000)
10000 20000)
8000) 15000)
6000 .
y=1ax 10000)
4000 2
2000 9 ) 5000 y==
. y=22+1 . 7=9241,
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 65 60 65 70 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

Fonte: Elaborada pelo autor.

Notamos que o crescimento da fungdo exponencial y = 2, a medida que x cresce,

é bastante acentuado se comparado com as outras func¢des em questdo. Enquanto o

4 Para maiores detalhes dessas aplicagdes, veja LIMA(TT) (1996, p. 93) e SIMMONS(19) (1987, p. 377).
5> Isaac Newton(1642-1727), foi cientista inglés; descobriu a lei da gravitagdo do Universo e o calculo
diferencial e integral; é um dos grandes nomes da Fisica e da Matematica.
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Tabela 1 — Valores das fungdes y =2x+1, y=x? e y = 2*

| x| y=2x+1| y=x" y=2"]

0 1 0 1

5 11 25 32
10 21 100 1.024
15 31 225 32.768
20 41 400 1.048.576
25 51 625 33.554.432
30 61 900 1.073.741.824
35 71 1.225 34.359.738.368
40 81 1.600 1.099.511.627.776
45 91 2.025 35.184.372.088.832
50 101 2.500 1.125.899.906.842.620
55 111 3.025 36.028.797.018.964.000
60 121 3.600 | 1.152.921.504.606.850.000
65 131 4.225 | 36.893.488.147.419.100.000

Fonte: Elaborada pelo autor.

grafico da fungdo y = 2* é quase vertical, os graficos das fun¢des y = 2x + 1 e y = x? sdo
quase horizontais (Figura[f). Notamos, também, um crescimento rapido se olharmos
a Tabela

Em MANDEL(17) (2007, p. 10), ha uma questao que deixa bastante evidente o que

significa esse crescimento exponencial. Vamos fazer a sua transcri¢do aqui como o

Exemplo 2.3. Supondo que uma certa bactéria se duplica a cada minuto e que, ao meio-
dia, um vasilhame fique cheio de bactérias. Em que instante estava ocupado apenas

até a metade?

Um minuto antes do meio-dia, ou seja, vemos que, em apenas um minuto, houve
um extraordindrio crescimento.
Vejamos um exemplo que envolve a propriedadd’| operatéria E1:

Exemplo 2.4. Imagine o crescimento populacional onde o ntiimero de bactérias B em
um meio duplica a cada minuto. Se, inicialmente, existem 10 bactérias no meio, faga

uma tabela para ver esse crescimento sendo t a varidvel tempo dada em minutos.

Note que havendo uma variagdo constante no dominio (a cada 1 minuto, 2 minutos,
...), ha também um aumento constante na imagem (o dobro, o quadruplo, . ..) (Tabela
). Em simbolos, temos

B(t+1)=10-2"1=10-2"-2' =2.B(t) e B(t +2) = 10-2"2 = 10 - 2" - 2% = 4 - B(¢).

6 Essa propriedade diz que a fungdo exponencial transforma soma em multiplicacédo.
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Tabela 2 — Valores da funcdo B = 10 - 2!

|

t[B=10-2]
0] 10
1] 20
2| 40
3
4
5

80
160
320
6 640
Fonte: Elaborada pelo autor.

Analogamente, pode-se fazer exemplos em que o decrescimento seja rapido, bas-

tando para isto tomar a base 2 menor que 1.

2.4 Progressiao geométrica ou exponencial?

No ensino da fungdo exponencial, é interessante perceber como se pode introdu-
zir a nogdo de progressdo geométrica como a resticdo desta fungdo ao conjunto dos
ndmeros naturais. Ao fazer isto, o aluno saberd que uma progressdo geométrica é sé
um caso (aplicagdo) de uma fungdo exponencial e terd menos dificuldade para entender
a seguinte definicdo de progressdo geométrica:

Uma sequéncia de ntiimeros ndo nulos em que cada termo, a partir do segundo, é
igual ao seu anterior multiplicado por um fator constante é uma progressdo geométrica
e esse fator constante é chamado de razdo da progressao.

Ou, de modo semelhante:

Toda sequéncia de niimeros ndo nulos na qual é constante o quociente entre cada
termo e o termo anterior, a comecar pelo segundo, é uma progressao geométrica e esse
quociente é chamado de razdo da progressao.

Em simbolos,
(a,) = (a1, a2, ..., 00,8041, - - .)

tal que
Ani1

Ay

= g é uma constante real ndo nula. (2.2)

Nesta defini¢do, ndo fica clara a denominacdo “geométrica”. Por trds de se
“esconde” o significado de tal expressdo. Para mostra-lo, é preciso, ainda, obter uma
relagdo entre os termos da progressao. Tomando-se trés termos consecutivos, digamos,
ay,, Ay41 € A4, temos devido a que

Apt1 o Ant2
=q=

7
Ay An+1
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ou seja,

an+12 =0y * Apy2- (23)

Donde obtemos
Ape1 = £\, - Apaon. (2.4)

Assim, (2.4) significa que os termos de uma progressdo geométrica estdo relaciona-
dos entre si segundo uma média geométrica. Porém, esta relacdo ndo vale para todas

as progressdes geométricas. Vejamos dois exemplos para notar isso:

Exemplo 2.5. Considere a progressdo geométrica (-3, -6, -12, -24, ...). Determine a

média geométrica entre os seus primeiros termos ay, 4, e as.

Considerando os trés primeiros termos dessa progressdo, temos

V(=3) - (—12) # —6.
Em outro exemplo, notamos o mesmo problema:

Exemplo 2.6. Considere a progressdo geométrica (6, -12, 24, -48, ...). Determine a

média geométrica entre os seus primeiros termos a;, 4, e as.

Considerando os trés primeiros termos dessa progressdo, temos
V6 - 24 # —12.

Assim, o que pode expressar é que os termos de uma progressdo geométrica
estdo relacionados segundo e s6 no caso em que todos os termos da progressao
geomeétrica forem positivos é que esses termos estardo, trés a trés, relacionados segundo
uma média geométrica.

A denominacdo “geométrica” pode inibir o essencial a saber de uma progressao
deste tipo: é apenas uma restrigdo da fungdo exponencial cujo dominio é o conjunto

dos nimeros naturais.

Seria interessante modificar a expressdo progressdo geométrica para progressao ex-
ponencial. Com isso ficaria mais simples e claro que uma progressao geométrica se com-
porta segundo uma fungdo exponencial. Esse modo de ver uma progressdo geométrica
ja é recomendado em LIMA et al(15) (2006, p. 42):

Tenha sempre em mente que uma progressao geométrica é uma sequéncia
na qual a taxa de crescimento de cada termo para o seguinte é sempre a
mesma e esse instrumento matemadtico foi criado para descrever gran-
dezas que variam com taxa de crescimento constante. E absurdo, mas
infelizmente é comum, ensinar progressdes geométricas e ndo relaciona-
las a ideia de taxa de crescimento.

Observando as expressoes
fx)=b-a e a,=a-q"" (2.5)

podemos relacionar:
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e a base 4 com a razdo g da progressao;

e o valor inicial b com o primeiro termo a;

e avaridvel x com a posi¢do n do termo na sequéncia.

Fazendo isso, obtemos uma identificagcdo entre a fungdo f e a sequéncia a, dadas
em (2.5).

2.5 Quando a* é racional ou iracional?

Note, primeiramente, que a fungdo exponencial pode ser sobrejetiva se conside-
rarmos o contra-dominio formado apenas por nliimeros reais positivos. A garantia de
que um numero real positivo y pode ser escrito como uma poténcia a* é resultante
do Teorema do Valor Intermédiario. Assim, dado um ndmero real positivo y, sempre

existe um (tinico) x € R tal que y = a*. Exposto isto, podemos resolver o

Exemplo 2.7. Mostre que o expoenteﬂx na equagao 2* = 3 é irracional.

Supondo, por contradigdo, que x seja racional, terfamos x = g comp,g€EZ e % > 0.

Assim, 21 =3 implicaria 27 = 39, o que é impossivel para p e g inteiros nao nulos, pois
27 é um namero par e 37 ¢ um nimero impar. Portanto, x é irracional.

Quanto a base e ao expoente, uma poténcia pode ser racional ou irracional conforme
a tabela abaixo:

Tabela 3 — Possibilidades para base, expoente e poténcia

Caso Base Expoente | Poténcia
1 aeQ xeQ a“ e
2 aeQ xeQ a* € R\Q
3 aeQ x € R\Q a“ e
4 aeQ x€R\Q | a* € R\Q
5 a € R\Q xeQ a“eQ
6 aeR\Q xeQ a* € R\Q
7 aeR\Q | xe R\Q e
8 aeR\Q | xeR\Q | a2 € R\Q

Vamos dar um exemplo para mostrar que é possivel ter cada caso da Tabela

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.8. Dé exemplos de cada caso dado na Tabela

Vamos enumerar cada exemplo conforme cada caso da Tabela

7
1,568496250072116...

Esse expoente x serd definido como o logaritmo de 3 na base 2 no capitulo Ele é igual a
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1. 22 =4
2.2: =12
3.2 =3

4.27= 3= @) = (V3P = () = (V3) = 4" =3
5. (V2)2=2

6. (V2)! = V2

7. (VD =3= [(V2y] =32 = [(VD?] =92 =9
8. (V2)'= V3= [(VD] = (V3P =2 =3

O x no expoente da poténcia dada nos casos 4, 7 e 8 é um ntimero irracional. A
demonstracdo desta afirmagdo é semelhante a resposta dada no Exemplo

Uma questdo interessante a respeito de uma poténcia ser racional ou irracional se
encontra enunciada em LIMA(11) (1996, p. 105), e resolvida em BONGIOVANNNI(3)
(1994, p. 14). Por ela ser muito importante para a discussdo iniciada nesta se¢do, vamos
transcrevé-la aqui como o

V2
Exemplo 2.9. Use a igualdade ( \/E\/Z) = 2 para concluir que existem ntmeros irraci-
onais «, f§ tais que af é racional.

Se \/E‘/E for irracional, tome o = \/5\5 epf= V2. Assim, af = 2 é racional.
Se V22 for racional, tome a = V2 e f = V2. Assim, af = V22 é racional.



3 A FUNCAO LOGARITMICA

O logaritmo e a fun¢do exponencial sdo alguns dos meios para introduzir a fungéo
logaritmica. O logaritmo surge da tentativa de resolver uma equacdo exponencial do
tipo 3* = 7.

Porém, a histéria mostra que a propriedade do logaritmo de transformar (reduzir)
multiplicacdo em soma, divisdo em subtracdo e poténcia em multiplicacdo, em uma
époc em que ndo havia calculadora cientifica, foi a maior motivagdo para seu uso e
disseminag¢do na navegag¢do, no comércio e na Astronomia. Sendo John Napieiﬂ e Jost
Biirgf| os inventores do logaritmo trabalhando de forma independente.

Como a fungdo exponencial:
e ¢ injetiva para todox € Re
e tem como imagem o conjunto R’

resulta dai que, dado um ntmero y € R}, existe um tnico x € R tal que a* = y. Assim,

podemos fazer a

Defini¢ao 3.1. O logaritmo de um ntimero real positivo y na base a é o namero real x

em que a* = y e o denotamos por log, v = x.

A Definicdo de logaritmo conduz imediatamente a defin¢do de funcédo lo-

garitmica como sendo a fung¢do inversa da funcdo exponencial, a saber, a

Definicao 3.2. A funcédo logaritmica na base a é a fungdo
f:R, - R dada por f(x)=1log, x,
ondea e R, ea # 1.

Da relacdo funcional inversa entre as fun¢des exponencial e logaritmica, obtemos a

lei de cancelamento abaixo:
y=a" & log,y=nx. 3.1
Aplicando, por exemplo, esta lei nas fungdes y = 4 e x = log, y, temos

y=4"=log,y=log, 4" = log,y =x = 4°8¢ = 4" = y = 4",

1 Nos séculos XVI e XVII.
2 John Napier(1550-1617), matemético escocés.
Jost Biirgi(1552-1632), matematico suico.
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3.1 Propriedades da funcao logaritmica

A funcdo logaritmica recebe vdrias propriedades da sua inversa, a fun¢do exponen-
cial, as quais descrevemos na

Proposicao 3.1. Para quaisquera,b,c,y € R}, x € Rea # 1, valem

L1: log,bc =log,b +log,c.
L2: log, 1 = —log, b.

L3: log, 2 =log, b -log,c.
L4: log, b* = xlog, b.

L5: log a* = x.

L6: 7198 Y = y.

L7: log, vy é crescente se a > 1 e decrescente se a < 1.

Demonstragio. Todas as propriedades acima serdo mostradas usando as propriedades

operatorias da fun¢do exponencial:

L1: Sejam
u=log bev=1log,c. (3.2)

Aplicando (3.1)), obtemos
a"=bea’ =c.

Multiplicando essas equagdes, obtemos
a“™ = be.
Aplicando , novamente, obtemos
log bc=u+wv. (3.3)
Comparando e (3.3), concluimos que
log bc =log, b+ log, c.

L2: Seja
u =log, % (3.4)
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Aplicando (3.1), obtemos

1
;=4
Elevando esta igualdade a —1, obtemos
b=a™"
Aplicando (3.1), novamente, obtemos
log, b= —u. (3.5)

Comparando e (3.5), concluimos que
log, T__ log b.
b
L3: Segue de L1 e L2.
L4: Seja
u =log,b. (3.6)
Aplicando (3.1), obtemos

Elevando a x esta equacdo, obtemos
(@) =a" =b"
Aplicando (3.1), novamente, obtemos
log, b* = ux. (3.7)
Comparando e (3.7), concluimos que
log b* = xlog, b.

L5 e L6: Seguem imediatamente de (3.1)).

L7: Dados y1, y» € R} tais que y; < 1, mostremos que log_ y; < log, ..
Supondo a > 1 (o caso a < 1 é andlogo), sejam

x1 = log, y1 ex; =log, 1.

Aplicando (3.I), obtemos
At =y ea? =y

Como y; < 1y, obtemos desta tltima igualdade que
a’t <av.

Como a > 1, concluimos que x; < x,, ou seja, log, y; < log, 1.
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3.2 Relagao entre duas funcdes logaritmicas

Considere a equ¢do exponencial a* = b em que a é a base da poténcia a*. Aplicando
o logaritmo na base ¢, obtemos
log. a® = log_b.

Assim,

B log, b

X = .
log_a
De outro modo, aplicando (3.1) na equgdo a* = b, obtemos

x =log,b.

Logo,
log b

&c

log. b ou log b-log.a=1log,b. (3.8)

~ log,.a
Assim, conseguimos determinar mais uma propriedade da fun¢do logaritmica: a
chamada férmula de mudanca de base dada em (3.8).

Observe que se fizermos b = x na férmula de mudanca de base, teremos
log x-log.a =log, x.
Fazendo f(x) = log_x, g(x) = log, x e k = log_a, teremos

fx) =k g(x).

Sendo k uma constante e a # ¢, notamos que f e g sdo fung¢des logaritmicas multiplas

entre si.

3.3 Grafico da funcdo logaritmica

A funcao logaritmica é a inversa da fungdo exponencial; portanto, seus gréaficos sdo
simétricos em relacdo a reta y = x. Por isso, podemos esbocar o grafico da fungdo
logaritmica a partir do grafico da fungao exponencial (Figuras[7]e§).

Analogamente a fun¢do exponencial, os gréficos das funcdes f(x) = log, x e g(x) =

log: x paraa > 1sdo simétrico em relacgdo ao eixo x (Figura E), pois
a

logix log.x

f(@) =log, x = § i = —— = ~logy ¥ = ~g(x).

% Duas fungdes f e ¢ sdo simétricas em relagdo ao eixo x, se f(x) = —g(x) para todo x no dominio de f

eg.
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Figura 7 — Graficos no casoa > 1 Figura 8 — Gréficos no casoa <1
y Yy
y=a" y=x y=log,x y==x
y=log,z
1
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 9 — Graficos de fe g

y
f(z) =log,x
-y —g(x))
g(z) =log:

Fonte: Elaborada pelo autor.

Notamos que:

e Sea > 1,y = log, x cresce lentamente conforme x cresce e quanto maior o valor
de a, mais lentamente cresce y = log, x a medida que x cresce e mais préximo dos
eixos x e y fica o grafico dessa fungdo (Figura[10);

e Sea <1,y = log, x decresce lentamente conforme x cresce e quanto menor o valor
de a4, mais lentamente decresce y = log, x a medida que x cresce e mais préximo
dos eixos x e y fica o grafico dessa fungdo (Figura [11);



Figura 10 — grafico de y = log, x para
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Figura 11 — grafico de y = log, x para
a=3,5¢e10 a=q5,2e3

107 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4 O crescimento da funcao logaritmica

A funcéo logaritmica cresce vagarosamente se comparado com outras fung¢des. Esta

caracteristica é semelhante a da funcdo exponencial, porém, como a fungédo logaritmica

é a inversa dela, ocorre o inverso. Vamos comparar novamente, através de tabela e

gréficos, os valores dessa funcdo com os de outras fun¢gdes como a funcdo afim e a
funcdo quadraética.

Exemplo 3.1. Compare os valores das fungdes y = 2x + 1, y = x* e y = log, x, para

x € [0,65], por meio de tabela e gréficos.

Figura 12 — Graficos das fungdes y =2x + 1, y = x> e y = log, x em escalas diferentes

260-Y

EizoX 1 Eizo X 1
y= 2’ y=2z+1 EizoY 1 20| EizoY 5

220+

200-

0-

0.

140-

"

“0-

80-

60

y = logyx |

y =log,x

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que o crescimento da func¢do logaritmica y = log, x quando x cresce é muito

pouco se comparado com as fungdes afim, y = 2x + 1, e quadratica, y = x* (Figura
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Tabela 4 — Valores das fungdes y =2x+1, y =x* e y = log, x

| x| y=2x+1| y=x" y=log,x |

1 3 1 0

5 11 25 2,3219280...
10 21 100 3,3219280...
15 31 225 3,9068905...
20 41 400 4,3219280...
25 51 625 4,6438561...
30 61 900 4,9068905...
35 71 1.225 5,1292830...
40 81 1.600 5,3219280...
45 91 2.025 5,4918530...
50 101 2.500 5,6438561...
55 111 3.025 5,7813597 ...
60 121 3.600 5,9068905...
65 131 4.225 6,0223678...

Fonte: Elaborada pelo autor.

e que o valor da fungédo logaritmica y = log, x fica bem abaixo dos valores das outras
fungoes ja citadas (Tabela [4).

Exemplo 3.2. Um foguete é lancado de uma altura de 5 metros e, a partir dai, atinge 50
metros em 1 segundo, 500 metros em 2 segundos e assim em diante. Faca uma tabela e
escreva explicitamente a lei que associa o tempo t, em segundos, a altura /1, em metros,

desse foguete. Esboce um gréfico.

Tabela 5 - Valores da funcdo t = log,, %

50
50 | 1
500 | 2
5000 | 3
50000 | 4
500000 | 4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temosh =5-10' = ’é =10' = t = log,, g Logo, t = log,, %



Figura 13 — Gréfico de t = log10 %

m

10

15

2025

30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130 135

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4 ABORDAGEM SEGUNDO O CALCULO

Vamos usar as ferramentas do Célculo Diferencial e Integral (limites, derivadas,
integrais, etc) para fundamentar as propriedades apresentadas nos capitulos 2| e

sobre as fungdes exponencial e logaritmica.

4.1 O ntmero ¢ e suas implicagdes

Considere a equacgdo diferencial

d
Z=y ou @)= .

No intuito de obter uma solugdo para ela, vamos derivar a funcdo f(x) = a*. Assim,

obtemos
o G- @) a—at el g
f) = lim I =l =1im =
. oad =1 ah =1 . a'-1
=limat T = T = 0 i

lim —— =1. (4.1)

O limite expresso na equacgdo (4.1) é a derivada da funcdo f(x) = a* em x = 0. De

fato, \ \ \
vy 0 @1 =1 . a4t -1
fO=dim T =t 5 =i

=1.

A derivada f’(0) = 1 indica que a reta tangenteﬂ ao grafico de f(x) = a* no ponto (0,1)
tem inclinacdo 1. Portanto, a equacdo desta reta tangente é y = x + 1.
Agora, podemos fazer a

Defini¢do 4.1. O ntimero e é a base da funcdo exponencial cuja reta tangente ao grafico
dela tem inclinac¢do 1. Assim,

h
~1
¢

o numero e é tal que lim
h—0

Mostremos que ndo ha outra fun¢do f com a propriedade f’(x) = f(x) para todo x

real através da

Proposicdo 4.1. Se f é uma funcgao tal que f'(x) = f(x), Vx € R, entdo f(x) = ce*, onde
¢ é uma constante real.

Ly — f(x0) = f'(x0)(x — x0) é a equagao da reta tangente ao gréfico de f no ponto (xo, f(xo))



Figura 14 — Graficosdey =a*ey=x+1

1

Fonte: Elaborada pelo autor.

. . f®
Demonstragio. Derivando a expressao f—x, obtemos
e

(f(x) ) _ f@e - f@e 0

ex (ex)Z - (ex)z =
Logo
fl) _
i ¢, para alguma constante c.
Ou seja,

f(x) = ce’, para alguma constante c.

Definicao 4.2. A funcdo logaritmica natural é a fungdo
f: R, = R dada por f(x) =Inx,
onde Inx = log, x

O limite que define o nimero e é conhecido também pelo limite abaixo
1\
e=lim|1+ —) .

h—c0 ( h

Assim, vamos mostrar que esses limites sdo equivalentes usando a

Proposicao 4.2.
=1

, A |
e‘£$(1+ﬁ)cbﬁ3 7
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Demonstragido. Usaremos que a fungdo exponencial é continua nesta demonstragao, fato
que esta provado no Apéndice[Al Embora ndo sirva como prova da continuidade desta
fungdo, na Segao definimos a fun¢do exponencial y = a* para todo valor real de x
de modo a preencher todos os buracos no grafico dela. Assim, por esta definicado, ela

seria continua.

(=): Sejau = ¢" — 1. Assim
e log(1+u)=log,e" =h-log,e=he
e 1 — Oimplicau — 0.

Logo
-1 u 1 1

lim —— =1i im ————— .
“=0]og (1 + u)u

T T g v w e T log (14 m)

1
Seja x = ;.Com isto

1
e u=-¢
X

e u — (0 implica x — co.

Assim,
1 1 1 1
lim ————— = lim — = =-=1
1=0Jog (1+u)s > log,(l+1)* loge 1
Logo
. -1
e b
&: Temos da implicacdo anterior que
_ 1
im——— =
u=01]og (1 + u)x
Assim, seguem as implicagdes abaixo;
1 1 1
U—>0=>——--1=log(l+u)i »>1=1+u) —e.

log, (1 + u)i

Ou seja,
lim(1 + u)% =e.

u—0
. 1 .
Sejau = —. Assim
x

1
e x=-—e¢
u

e 1 — (0 implica x — co.
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Logo
lim(1 + u)¥ = lim (1 + 1) =e.
u—0 X—00 X
O

O proximo resultado nos diz qual é a derivada das fungdes exponencial e lo-

garitmica.
Teorema 4.1. Sejama € R}, coma # 1, f(x) = a* e g(x) = log_ x. Entdo

@): f'(x) =a*Ina;

(b): g'(x) =

xIlna

Demonstragido. Vamos usar novamente a continuidade da fungdo exponencial.

o S = f) gt et d o
@ 7= B S i
= lima" a1 =a" limah_1
B h—0 h B h—0 h
Seja u = a" — 1. Assim,
ed=1+u=Ind"=In(1+u) = h:Me
Ina
e 1 — Oimplicau — 0.
Logo
f'(x)=a" m —— =" limln—a—a" Ing-lim ——
u—0 ln(l + M) u—0 % -In (1 + u) u=0 In (1 + l/l)%

Ina

1
=g -lna-— =a*lna.

Ine

— 1 h) -1
g(x +h) — g(x) — lim og,(x +h) —log, x
h h—0 h

®): g'(x) = lim

1 x+h i h\"
—hirgﬁ-logu( " )—hmlogﬂ(1+;).

h h—0

Sejau = % Assim,

h o x
o /i

— 0 implica u — oo.
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Logo

o AN NS
g(x)—}llil(}logg(1+;) —%ﬂloga(l+;) = lim log,

Uu—>00

(1+1)]
u
1 1\ 1 1 Ine 1
=—.liml (1 —) =—.1 =—.— = .

X ul—{?o 08x +u X 08, ¢ x Inx xlna

O
Corolario 4.1. Se f(x) = e* e g(x) = Inx entdo
@ f'(x) =€
a1
(b) g'(x) = o
Demonstragio. Seja a = e no teorema Assim
(a): f'(x)=e‘lne=¢%;
iy L 1
S
O

4.2 A funcdo logaritmica natural via integral

Alguns objetos mateméticos podem admitir mais de uma definicdo como serd o
caso da fungdo logaritmica natural. Assim, vamos defini-la por meio de uma funcdo

integral e depois vamos mostrar que as duas defini¢des sdo equivalentes.

Definicdo 4.3. A funcdo logaritmica natural é a fungao

¢:R, - R dadapor g(x):f %dt.
1

Observamos que:
A derivada da funcdo y = Inx é a fungdo y = %;

A drea A sob o gréficode y = 1 eacimade y = Oentreasretasx =aex =béa

b
integral definida A = f %dx (Figura D



Figura 15 — A drea A sob o gréficode y = L entrex=aex ="

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mostremos agora que as Defini¢oes[4.2) e 4.3 sdo equivalentes.

Proposi¢do 4.3. As fungdes f(x) = log, x e g(x) = flx 1dt para x > 0 sdo iguais.

Demonstragio. Sejam

f(x) =log,x e g(x) = f %dt com x > 0.
1
Derivando-as, obtemos
’ _ 1 / — 1
f@=<eg@=1

Assim,
f(x) = g(x) + ¢, para alguma constante c.

Se fizermos x = 1, obtemos

fA)=g1)+¢

"1
log, 1 :f —dt +c,
1

0=0+c,

c=0.
Logo

f(x) = g().
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O

Agora vamos mostrar uma interpretacdo geométrica da fungdo Inx = j;x %dt, x> 0:

Sex>1,Inxéadreasobacurvay= % entre 1 e x (Figura .
Se 0 < x <1,Inx é menos a drea sob a curva y = 1 entre x e 1 (Figura .
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Figura 16 — Area sob a curva y = en- Figura 17 — Area sob a curva y = 1 entre
trelex xel

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim '
—fx lat, se0<x<1,

Inx = 0, sex =1,
fl Hdt, sex>1.
X

A defini¢do de Inx como 4rea indica que tal funcdo é crescente em todo o seu

dominio, pois

1. quanto mais distante de x = 1 a esquerda x estiver, menor serd a drea e, portanto,

menor serd In x. Precisamente,
'1 '1 1
0<x1<x2<1=>—f ?dt<_f ?dt<f ?dt:>1nx1<lnx2<0.
X1 X2 1

2. quanto mais distante de x = 1 a direita x estiver, maior sera a area e, portanto,

maior serd In x. Precisamente,
1 1 X1 1 X 1
1<x1<x2:>f?dt<—f ?dt<f ?dt=>0<lnx1<lnx2.
1 1 1

3. De modo geral, temos

X1 1 XD 1
X1 < Xy = ?dt < f ?dt = Inx; < Inx,.
1 1

4.3 Propriedades da funcdo logaritmica natural

A seguir, listamos algumas propriedades da fungdo logaritmica natural na

Proposicao 4.4. Dados y,z € R}, e x € IR, temos
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Lnl: nyz=Iny+Inz;
Ln2: lni =-Iny;
Ln3: InZ =Iny-Inz;
Lnd: Inz* =xInz;
Ln5: logyz = 2—;, y#+1;
Ln6: Ine* =x;
Ln7: JNY = y;

Ln8 : A restri¢do de f(x) = Inx ao intervalo (0, +o0) é bijetiva;

Demonstragio. Nas demosntrac¢des dessas propriedades, vamos usar a regra da cadeia

para a derivagdo, a derivacgdo implicita e o Teorema Fundamental do Célculo.

Ln1: Por definicao,

Y1 “1
Iny+Inz= —dt + —dt.
1t 1t

Seja u = yt. Assim du = ydt e

Z Yz Yz
\flm:f llm:jﬁlw.
1t y Uy y U
y vz vz
lny+lnz:f 1dt+f 1dt‘:‘f 1altzlnyz.
Lt , Lt

De outro modo

Logo

Sejam f(z) = Inyz e g(z) = Iny + Inz, onde y é um ntmero real fixado. Derivando f e
g, temos
= Lyl ) =0+t=1
fO)=y=s e §@=0+-==
Logo
f(z) = g(z) + ¢, onde c é uma constante real.
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Fazendo z = 1, obtemos

f(1)=g@1)+c

Iny=Iny+c,
c=0.
Logo
f(2) = 8().

Ln2: Por definicao,

<=

lnlzf 1dif.
Yy 1t
Seja u = yt. Assim du = ydt e
1 1 Y
fy —dt = fy 1du:f1du=—f Liu=—my.
u y y U 1 u

1
In—-=-Iny.
Y Y

Logo

Ln3: Segue de Ln1 e Ln2.

Ln4: Sejam f(x) = Inz* e g(x) = x - Inz, onde z é um ndmero real fixado. Derivando f e
g obtemos

f'(x) = (Inz") = (le) (z"Inz)=Inz e g'(x)=Inz.
Logo
f(x) = g(x) + ¢, onde c é uma constante real.

Fazendo x = 1, obtemos

f1)=¢g@) +c
Inz! =1-Inz+¢,
c=0.

Logo
f(x) = g().
Ln5: Sejam f(z) = log, z e g(z) = 1;1—; onde y é um numero real positivo e diferente de

1 fixado. Derivando f e g, obtemos

1
zlny’

f(z) = g (2) =

zlny
Logo

f(z) = g(z) + ¢, onde c é uma constante real.
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Fazendo z = 1, obtemos

nl
log, 1= m +c,
c=0,
Logo
f(2) = 8().

Ln6: Fazendo z = ¢ em Ln4, obtemos o resultado desejado. Em particular, Ine = 1.

Ln7: Seja f(y) = el%' Derivando f, obtemos

eln]/—y.elny.l 0
fy) = L= = 0.
(elny)Z (elny)z

Logo
f(y) =c¢, onde c é uma constante real.

Fazendo y = 1, obtemos

1 1

Assim

_ Y
fyy=1 e ny = 1.

Logo
ey =y,

Ln8: Mostremos que f é injetiva e sobrejetiva.

Vimos que a fungdo f é crescente. Assim, dados x1,x; € R} tal que x; < x,, segue que
Inx; <Inx,. Logo x; # x; implica Inx; # Inx,. Assim, temos que f é injetiva.

A sobrejetividade da fungado f serd mostrada na se¢do

4.4 Grafico da funcdo logaritmca natural

Para fazer o esboco do gréfico da funcdo logaritmca natural, precisamos verificar
o sinal das suas derivadas de primeira e segunda ordens bem como verificar se ha
intersecdo com os eixos coordenados ou se hé alguma assintota vertical ou horizontal.

Derivando duas vezes a fungdo y = Inx, obtemos

1 1
- = "o _ -1- -1-1 - —__
Y X ey x %)

Concluimos o seguinte:
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Como 1 > 0 para todo x no dominio de y = Inx, segue que ela é estritamente
crescente;

Como —% < 0 para todo x no dominio de y = Inx, segue que a concavidade do

grafico é voltada para baixo em todo o seu dominio;
Como y = Inx é derivavel em todo o seu dominio, ela é continua nele;
Inx = 0 somente parax = 1;

Calculando os limites para saber seu comportamento préximo a x = 0 e ao longo

de todo o semieixo positivo x, obtemos
lim Inx = +o0, (4.2)
X—+00

pois, dado um nimero real positivo A, seja xg = e, Assim,

x>xy=Inx>1Inxy =Ine* = A.

Logo
lim Inx = +oo.
X—>-+oo
De modo anélogo,
3}551 Inx = —oo, (4.3)

1
pois, fazendo x = J em (4.2), notamos que

lnlen% =Inl-Int=-Int

e
X — +oo implica t — 07.
Logo
xl_i}r&()lnx = tli)rgl—lnt = —tlirgllnt = tlirgllnt = —xlirgolnx = —o0.
Como

y=Inxécontinua, limlnx=-c0o e lim Inx = +oo,

x—0* x—+0co
Obtemos, pelo Teorema do Valor Intermediario, que a imagem de f é o conjunto

R}, ouseja, f(R}) = R. Logo f é sobrejetiva.

Reunindo as informacgdes acima, obtemos o grafico abaixo.



43

Figura 18 — Graficode y = Inx

y=Inz

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.5 A funcdo logaritmica

Podemos definir a fung¢do logaritmica em uma base qualquer em termos da fungao

logaritmica natural através da propriedade Ln5. Assim,

Definicdo 4.4. Sejaa € R} coma # 1. A fungdo logaritmica de base a é a fungdo

log : R, - R
dada por
log x = Inx
8%~ Ina

A fungéo log, recebe as propriedades da funcdo logaritmica natural. Mais precisa-

mente,
Proposicdo 4.5. Sejama,x,y € R}, z € Rea # 1. Entdo valem

Logl: log xy =log, x +log, y;
Log2: log,; = —log, y;

Log3: log, i =log, x —log, v;
Log4: log x* = zlog, x;

Log5: 1 _ log, 1;
0g5: Ogyx_logay y#1L
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Logé6: log a* = z;
Log7: 2108, % — ».
Log8: log, é crescente sea > 1 e decrescente sea < 1;

Log9: log, é bijetiva;

Demonstragiio. Como todas essas propriedades seguem da funcédo logaritmica natural,

vamos mostrar apenas a propriedade Log1.

Inxy Inx Iny
= +
Ina Ina Ina

Logl: log xy = =log, x +log_v. O

Para fazer o esbogo do gréfico da fungao logaritmca log,, vamos seguir 0 mesmo
roteiro feito para a funcdo logaritmica natural.

Derivando duas vezes a func¢do y = log_x, obtemos

1 1

y:xlna ¢ V=

x2Ina’

Sea > 1, entdo Ina > 0. Neste caso, temos o seguinte:

e Como y’ > 0 para todo x no dominio de y = log, x, segue que ela é estritamente

crescente;

e Como y” < 0 para todo x no dominio de y = log, x, segue que a concavidade do

grafico é voltada para baixo em todo o seu dominio;
e Como y = log, x é derivavel em todo o seu dominio, ela é continua;
¢ log, x = 0 somente para x = 1;

e Calculando os limites para saber seu comportamento préximo a x = 0 e ao longo

de todo o semieixo positivo x, obtemos

) . Inx 1 ) )
lim log x = lim — = — - lim Inx = lim Inx = +co.
X—+00 a X—+00 lna ln[,‘l X—+o00 X—+00
Analogamente,
. . Inx 1 . .
limlog x = lim — = — - lim Inx = lim Inx = —co.
x—0t a x—0*t ln{Z 11’16! x—0+ x—0t

Reunindo as informagdes acima, obtemos o grafico abaixo:
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Figura 19 — Grafico de y = log, coma > 1

y

y=log,z

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sea <1, entdo Ina < 0. Neste caso, temos o seguinte:

e Como y’ < 0 para todo x no dominio de y = log, x, segue que ela é estritamente
decrescente;

e Como y” > 0 para todo x no dominio de y = log, x, segue que a concavidade do

grafico é voltada para cima em todo o seu dominio;
e Como y = log, x é derivavel em todo o seu dominio, ela é continua;
e log x = 0 somente parax = 1;

e Calculando os limites para saber seu comportamento préximo a x = 0 e ao longo

de todo o semieixo positivo x, obtemos

Inx 1

lim log x = lim — = — " lim Inx = lim Inx = —oco.
X—+00 a X—+00 lna lna X—+00 X—+00
Analogamente,
. . Inx 1. )
limlog x = lim — = — - lim Inx = lim Inx = +c0.
x—0* a x—0* lna 11’1[1 x—0* x—0*

Reunindo as informagdes acima, obtemos o grafico abaixo:



4.6 A funcdo exponencial natural

Figura 20 — Grafico de y = log, coma < 1

y

y=log,

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Como a fungédo logaritmica natural é bijetiva, ela admite uma funcdo inversa. Vamos

chamaé-la de fungdo exponencial natural e noté-la, precisamente, na

Definicdo 4.5. A funcdo exponencial natural é a fungao

dada por

f:R->R,

A funcdo exponencial natural recebe as propriedades da fungdo logaritmica natural.

Mais precisamente,

Proposic¢do 4.6. Sejam x, y € R. Entdo, valem

el:

e3:

ed:

e5:

e6:

+y — .
ety =e¥-eY;

1
-x _ .
e ==
X
e Y = e_,
ey
(ex)y = Y-
4
Ine* = x;
et =x, x>0



47

e7: f(x) =e* é crescente;

4

e8: O grafico de f(x) = ¢* é concavo para cima

e9: lim ¢ =+00 e lim ¢ =0;
X——00

X—+00

e10: f(x) = e é bijetiva;

Demonstragio. Vamos usar o fato da fun¢do exponencial natural ser a inversa da funcdo
logaritmica natural.

el: Ine* =x+y=Ine" +Ine =Ilne* -/ = eV =¢* ¢,

1

1
e2:lne*=Ine) ' =ln= = ¥ ==
ex ex

X

X

e3:neV=x-y=Ine*-IneY =lIn— = ¥ =—
ey ey

ed: In(e)Y = y-Ine* =xy =Ine¥ = ()’ =ev.
e5 e e6: Seguem da defini¢do de inversa.

e7: Dados x1, x; € R tais que x; < xp, mostremos que e*! < ¢*2.
Como a func¢do logaritmica natural é crescente, sabemos que

X1 < Xp = lnxl < 11’1X2.

Logo
Ine <Inev? = " < ™.

e8: Como f”(x) = e* > 0, segue que o grafico de f é concavo para cima.
e9: Usando os limites expressos em (4.2) e (4.3) e a propriedade e6, seguem as

implicagoes
X — 400 = Inx — +00 = ™ — 4o0.
Logo
lim e" = +o0, onde u =Inx.
Uu—+o00
Analogamente,
x— 0" =Inx - —00 = ™ =x — 0.
Logo
lim ¢ =0, onde u =Inx.

U——00
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€10: Segue pelo fato de y = e* e y = In x serem uma inversa da outra.
O

O gréfico de y = ¢* é obtido como uma reflexdo do gréafico de y = In x em torno da

reta y = x ou usando as informagdes obtidas na Proposigado

Figura 21 — Graficode y =e* e y = Inx Figura 22 — Grafico de y = ¢*

y y

y=Inz

— .

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

4.7 A funcdo exponencial

Vamos usar a relagdo entre as fungdes exponencial natural e logaritmica natural
para encontrar uma maneira de exprimir a fungdo exponencial em uma base a através
de uma poténcia com expoente natural, inteiro, racional e irracional em uma tnica
férmula matematica.

Temos

Ina* = x-Ina paratodox € R.

Aplicando a fungdo y = ¢*, obtemos

X .
e = evine, (4.4)
Como
X
ax — elna ,
segue que
a = exlna.

Isso justifica a seguinte
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Definicdo 4.6. Sejaa € R}, com a # 1. A fungdo exponencial de base a é a fungdo
Exp:R—> R

dada por

xIna

Exp(x)=a"=e

Note que, como a funcédo logaritmica y = log, x é bijetiva, ela admite uma inversa.
Esta inversa é precisamente a fun¢do dada na Defini¢do [4.6| restringindo, é claro, seu
contradominio ao conjunto R. Além disso, ela nos diz como uma poténcia a* esta
relacionada a uma poténcia na base e. Assim, o que vale para y = ¢* vale também para
y = a* através da

Proposi¢do 4.7. Dados x,y € R,a € R, ea # 1 temos

Expl: a**V =a"-aY¥;

_ 1
Exp2: a™ = et
ax
N Y = —-
Exp3: a ot

Exp4: (a*)¥ =a"¥,;

Exp5: (ab)* =a*-b%;

Expé: log a* = x;

Exp7: a°8:*=x, x>0

Exp8: Exp(x) = a* é crescente se a > 1 e decrescente sea < 1;
Exp9: O grafico de Exp(x) = a* é concavo para cima;

Exp10: Se a > 1 entdo

Iim a* =400 e lim a*=0;

X—+00 X——00

Exp11: Se a < 1 entdo

Iima*=0 e Iim a* = +oo;

xX—+00 X——00

Exp12: A funcdo Exp(x) = a* é bijetiva sobre sua imagem.
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Demonstragio.

EXpl: Aty = e(x+y)lna — exlna+ylna — exlna . eylna =a°. qv.

EXp2 a X = e—xlna — 1 — l
: exlna a*’
xIlna X
EXP3Z <V = e(x—y)lna — exlna—ylna — ¢ — a_
eylnu a]/

EXp4I (ax)y — (exlna)y — exylna = V.
EXpSZ (ab)x — exlnab — exlna+xlnh — exlna . exlnb =a°. b
Exp6 e Exp7: Seguem da definicdo de inversa.

Exp8: Calculando a derivada de Exp(x) = a* = ¢*"?, obtemos
Exp'(x) = (&™) = "™ . (xIna)’ = Ina - ™.
Assim
ea>1 = Ina>0 = Exp’(x) > 0. Logo Exp é crescente;
e a<1 = Ina<0 = Exp'(x) <0. Logo Exp é decrescente.

Exp9: Calculando a derivada de Exp’(x) = Ina - e*I"?, obtemos
Exp”(x) = (Ina- €™ = (Ina- ™) - (xIna)’ = (Ina)* - ™.

Assim, Exp”(x) > 0 para todo x € R. Logo o grafico de Exp é concavo para cima.

Exp10: Como a > 1, temos Ina > 0. Assim,

lim a* = lim &™ = +0 e lim a* = lim ¢&™* = 0.

X—+00 xX—+00 X——00 X——00

Exp11: Comoa < 1, temos Ina < 0. Assim,

xIna xIna

lim 4= lim e =0 e lim a° = lim e

X—+00 xX—+00 X——00 X——00

= +oo.

Exp12: ¢* é bijetiva = ¢*"="" ¢ bijetiva.
O

Com os dados obtidos na Proposicao 4.7 podemos fazer um esbogo do grafico da
fungdo exponencial de base a (Figuras 23/24).
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Figura 23 — Grafico da fungdo Figura 24 — Grafico da fungdo
Exp(x) =a*,a>1 Exp(x)=a*,a<1

y y

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

4.8 A funcdoy =x"

Essa fung¢do é um tipo especial de fun¢do exponencial em que a base é uma variavel
assim como o expoente. Nossa intuicdo é levada a pensar que se x > 1 entdo ela é cres-
cente e se x < 1 ela é decrescente. Vamos usar o calculo para estudar o comportamento

desta fun¢do. Observe o seguinte:

e Como y = x* > 0, o grafico dessa fungdo estd completamente no primeiro qua-

drante;
e Calculando as derivadas de primeira e segunda ordem, obtemos
y=x'=>hy=hx"=hy=xlnx= (Iny) = (xInx)’

z;-y’:lnx+x-£:>y’:y(lnx+1)

=y =x"(Inx+1); (4.5)

24

Yy’ =[x"(Inx+1)]- (Inx + 1) +x* % =x*-(Inx+ 1)+ xL

Assim, fazendo iy’ = 0 em (4.5), obtemos
1
xx(lnx+1):0:>1nx+1:O:>1nx:—1:>x:E.

1
e Como y” > 0, segue que y = (%)“ é um valor minimo e o gréfico de y = x* é

cOncavo para cima;
e Como

1 1
x<E:flnx<lnE:>lnx<—1:>1nx+1<O:>xx(lnx+1)<0,



52

segue que ela é decrescente para x < 1. Analogamente, ela ¢ crescente para x > 1;

e Calculando os limites para saber seu comportamento préximo a x = 0 e ao longo

de todo o semieixo positivo x, temos

) . Inx
limxInx  lim—
lim x* = lim ¢ = ex-0* = 0" 1/x,
x—0* x—0*
Aplicando a Regra de L'hopital, obtemos
im (In v im L/x li
0" (1/.7()/ = 0" —1/x% _ exl—%}f —* = =1.
Analogamente,
X — 400 = Inx - 400 = xInx — +oo.
Logo

lim e = +o0, onde u = xInx.

U——00

Reunindo as informagdes acima, obtemos o grafico abaixo.

Figura 25 — Grafico da funcdo y = x*

1
/e)Ve

Fonte: Elaborada pelo autor.



5 AS FUNCOES y = a* E y = log, x EM LIVROS DO ENSINO MEDIO

A Revista do Professor de Matematica (RPM) foi (e continua sendo) uma das me-
lhores fontes de aprendizagem dos professores do ensino bésico. Ela dé resposta a
problemas do ensino bésico e mostra caminhos sobre como lidar com determinados
contetidos a fim de melhor ensina-los. As recomendacdes da RPM vao servir de base
para podermos discutir a apresentacdo dessas fun¢des em quatro livros do ensino
médio, a saber, DANTE(D), IEZZI et al(8)), PAIVA(18) e SMOLE e DINIZ(20).

5.1 Apresentacdo feita em DANTE(5)

Introduz a funcdo exponencial por meio de um exemplo motivador sobre cresci-
mento de bactérias e, em seguida, faz uma revisdo sobre poténcias objetivando dar
sentido a expressdo a* quando x for um ndmero natural, inteiro, racional e irracional.
Define a funcdo exponencial e esboga seu gréafico, mas ndo explica o significado do
termo “crescimento exponencial”. Mostra uma das caracterizagdes fundamentais da
funcdo exponencial, a saber, acréscimosciguais dados a x fazem com que y = a* fique
multiplicada por uma mesma constante real. Faz uma relagdo entre fungdo exponen-
cial e progressdo geométrica e mostra uma aplicagdo interessante sobre a composicao
dos juros compostos. Define também uma progressdo geométrica através da taxa de
crescimento dela conforme nos recomenda LIMA et al(15) (2006, p. 42). Com isto, po-
demos dizer que, dos quatro livos pesquisados, apenas este seguiu essa recomendagao
de fato. Nos outros livros pesquisados, nem a taxa de variagdo relativa da funcao
exponencial foi definida. Enuncia um resultado delicado (porém, relevante) como uma
das caracterizagée da funcdo exponencial, a saber,

se f : R — R} é uma funcédo crescente ou decrescente que transforma
toda progressdo aritmética x1, xy, ..., X, ... NUMa progressao geométrica

1
Y1, Y2, s Y, .y cOM Yy = f(xy), € pusermos b = f(0) ea = 0 entdo
teremos f(x) = b - a* para todo x € R. DANTE(5) (2010, p. 248).

Para ficar mais acessivel ao aluno, poderia dizer apenas que uma fungdo exponen-
cial, através da propriedade E1, associa uma progressdo aritmética|a uma progressao
geométrica. Apresenta o namero e através da sequéncia ((1 + %)n), fazendo n crescer
infinitamente.

No capitulo seguinte, faz uma abordagem histérica do logaritmo, o que enriquece
o contetdo a ser apresentado. Em seguida, é feito um exemplo para motivar a sua
definicdo. Apresenta as propriedades do logaritmo e vérios exemplos envolvendo tais
propriedades. Define a fun¢do logaritmica como a inversa da fun¢do exponencial, mas

nao dar um exemplo para motivar a sua introdugdo. Acho que devido a ter discorrido

1
2

Essa caracterizagdo é igual a feita no livro LIMA et al(14) (2006, p. 186).

Percebi aqui que a progressdo aritmética constante é levada a uma progressdo geométrica constante
através de uma funcdo exponencial de base 1. Fica assim notado que o caso degenerado da fungdo
exponencial tem alguma serventia.
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bastante sobre logaritmo e suas propriedades. Faz o esboco do gréafico da funcdo
logaritmica e menciona duas vezes que essa e explica que os gréficos das fun¢des

exponencial e logaritmica sdo simétricos em relacdo a reta y = x.

5.2 Apresentacio feita em IEZZI et al(8)

A fungdo exponencial é apresentada através de exemplo motivador sobre a taxa de
crescimento percentual da drea de uma superficie coberta por algas. Em seguida, é
feita uma revisdo sobre os tipos de poténcias e suas propriedades, desde poténcias com
expoente natural até poténcias com expoente irracional. Apés essa revisao, é definida
a fungdo exponencial e é esbocado o grafico desta fun¢do sem mencionar o seu rdpido
crescimento. Também sdo esbogados os gréficos das fungdes f(x) = 3% e g(x) = (%)x
sem dizer que sdo fung¢des simétricas em relagdo ao eixo y. O niimero e é introduzido
pela expressao (1 + x)+, fazendo x se aproximar de zero e esse fato é denotado pelo
limite li_r)r(}(l + x)% = e. ApOs breve nota histérica sobre o ntiimero e, é feita a defini¢do
da funééo exponencial de base e. Apresenta as propriedades da fungdo exponencial e
mostra como esbogar o grafico da fungdo exponencial y = a* +k, onde k é uma constante
real.

No capitulo seguinte, apresenta o logaritmo com um exemplo motivador no qual
ndo é possivel resolver uma equagdo exponencial a ndo ser com o uso do logaritmo
e faz uma breve nota histérica sobre a invencdo do logaritmo. Apresenta as propri-
edades do logaritmo e varios exemplos envolvendo tais propriedades. Em seguida,
a fungdo logaritmica é apresentada através de exemplo motivador sobre a aplicacdo
dos juros compostos. Faz o esboco do gréfico da funcdo logaritmica sem mencionar o
seu crescimento lento e faz, também, uma tabela de valores das fun¢des exponencial
y = 2* e logaritmica y = log, x para mostrar que seus valores sdo um inverso do outro
(mas nao diz, explicitamente, que elas sdo fun¢des inversas) e que, por isso, os gréficos
dessas fungdes sdo simétricos em relacdo a reta y = x. Assim, ele mostra a relagdo
de inversibilidade entre as func¢des exponencial e logaritmica graficamente. Por fim,

apresenta as propriedades do gréfico da fungdo logaritmica.

5.3 Apresentacao feita em PAIVA(18)

A funcdo exponencial é introduzida através de um exemplo motivador sobre a
reprodugdo de bactérias e mostra, com esse mesmo exemplo, o rdpido crescimento da
fungdo exponencial. Também comenta o decrescimento rapido dessa fungdo no caso em
que a < 1. Faz uma revisdo sobre potenciagdo e radiciacdo, definindo as poténcias com
expoente natural, inteiro, racional e irracional. Apresenta outro exemplo motivador
sobre a fungdo exponencial envolvendo juros compostos para definir tal fungdo e, em

seguida, faz o esboco do grafico dessa funcao.
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No capitulo seguinte, faz rdpida nota histérica sobre o aparecimento e aplicagdo
do logaritmo para depois defini-lo. Apresenta as propriedades do logaritmo e resolve
varios exemplos envolvendo tais propriedades. Introduz a fungdo logaritmica através
de um exemplo motivador sobre o decaimento radioativo de uma substancia quimica e,
em seguida, faz o esbogo do grafico dessa fun¢do, mas ndo menciona seu crescimento ou
decrescimento lento. Mostra a relagdo de inversibilidade entre as fun¢des exponencial

e logaritmica tanto algébrica quanto graficamente.

5.4 Apresentacao feita em SMOLE e DINIZ(20)

A funcdo exponencial é apresentada através de um exemplo motivador sobre o
crescimento do didmetro de uma folha de uma planta aquética e, nesse mesmo exemplo,
mostra o significado do termo “crescimento exponencial”. Define-a e, logo em seguida,
faz uma revisdo sobre poténcias de forma bem resumida, explicando o sentido da
expressdo a* quando x for um ntimero natural, inteiro, racional e irracional. Apresenta
as propriedades da funcdo exponencial e faz uma nota para explicar a real¢do entre
essa fungdo e a progressdo geométrica. Faz o esbogo do grafico dessa fungdo e, em
outra nota, esboga os graficos das fungdes f(x) = 2x, g(x) = x? e h(x) = 2 em um mesmo
plano cartesiano, usando o aplicativo Winplot, para compara-los. Neste livro, o autor
incentiva o uso desse aplicativo para esbogar o grafico dessas funcdes.

No capitulo seguinte, faz uma nota histérica sobre a invencdo do logaritmo e, em
seguida, é feito um exemplo para motivar a sua definicdo. Apresenta as proprieda-
des do logaritmo e varios exemplos envolvendo tais propriedades. Define a funcado
logaritmica usando a ideia de logaritmo e faz o esbogo do grafico dessa fungdo, ex-
plicando a relacdo de inversibilidade entre as fungdes exponencial e logaritmica tanto

algébrica quanto graficamente.

5.5 Resumo das observagdes feitas nesses livros

Vamos resumir o que foi exposto nesses livros através da Tabela[pl Cada item dessa

Tabela 6 — Registro dos itens que indicam caracteristicas importantes para melhor en-
tender as funcdes exponencial e logaritmica

ITENS
LIVROS 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
DANTE(®) Sim | Sim | Ndo | Sim | Ndo | Sim | Sim | Sim | Sim | Sim
IEZZI et al(8)) Sim | Sim | Sim | Ndo | Sim | Ndo | Sim | Nado | Sim | Sim
PAIVA(18) Sim | Sim | Sim | Ndo | Sim | Ndo | Sim | Sim | Sim | Sim
SMOLE e DINIZ(20) | Sim | Sim | Sim | Ndo | Ndo | Ndo | Sim | Sim | Sim | Sim

Fonte: Elaborada pelo autor.
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tabela estd denotado abaixo:

ITEM 1: Apresenta a funcdo exponencial através de exemplo motivador;

ITEM 2: Explica o significado da poténcia com expoente irracional;

ITEM 3: Explica o significado do termo “crescimento exponencial”;

ITEM 4: Explica o que é taxa de variacdo relativa ou taxa de crescimento ou
decrescimento da funcdo exponencial;

ITEM 5: Apresenta a funcdo logaritmica através de exemplo motivador;

ITEM 6: Explica o crescimento lento da funcédo logaritmica;

ITEM 7: Relaciona a fungdo exponencial a progressdo geométrica;

ITEM 8: Explica que as fung¢des exponencial e logaritmica sdo inversas uma da outra;
ITEM 9: Explica que os graficos das fungdes exponencial e logaritmica sdo simétricos
em relagdo a reta y = x;

ITEM 10: Mostra aplicagdes das fungdes exponencial e logaritmica.



6 CONSIDERACOES FINAIS

A poténcia com expoente irracional é um tema bastante delicado e, por isso, discor-
remos sobre ele para tentar dirimir as dividas a cerca do mesmo. As propriedades das
fung¢des exponencial e logaritmica foram bem discutidas a fim de podermos entendé-las
assim como sua fundamentac¢ao utilizando os conhecimentos do Célculo Diferencial e
Integral.

Com a apresentacdo dessas fungdes feita em livros do ensino médio, pudemos
entender a necessidade de abordar esses contetidos de forma a levar aluno e professor

a usarem os conceitos de modo a facilitar o aprendizado. Se o livro ndo cumpre esse

objetivo entdo estamos fadados a continuar cometendo os mesmos erros apontados em
AVILA(T) (1993, p. 4):

. os autores e editores de livros-textos também sdo responséveis pela
presente situagdo, pois sdo eles que pdem no mercado o instrumental
basico do professorado de todo o pafs. E evidente, pois, que nao havera
mudancas no ensino enquanto ndo houver mudangas nos livros-textos.
Como se vé depende desses profissionais, mais que de qualquer outros,
a possibilidade das mudangas desejadas. Possam eles tomar consciéncia
das melhorias possiveis, eliminando dos livros os elementos negativos
e prejudiciais no ensino-aprendizagem da Matematica, abrindo assim o
caminho para o transito livre e ficil das idéias.

E bem dificil ensinar uma teoria que por natureza s6 se desenvolve através de
teoremas rigorosamente demonstrados. Apesar do pensamento humano, as vezes,
superar tais dificuldades, a sala de aula ainda é um lugar onde os alunos, na sua
maioria, tem extrema dificuldade em acompanhar uma aula de Matematica mesmo
que essa aula seja dada em um nivel minimo.

Finalmente, espero, com este trabalho, poder contribuir de alguma forma para

melhorar a dificil missdo do professor de Matematica em ensiné-la.
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A TEOREMA DA CONTINUIDADE DA FUNCAO EXPONENCIAL

Vamos demonstrar agora que a fun¢do exponencial é continua, resultado que usa-
mos para demonstrar a Proposigdo 4.2|e o Teorema 4.1|da Secao

Teorema (Continuidade da Func¢do Exponencial y = 4*). Sejama € R}, coma # 1. Entdo
a fungdo exponencial f(x) = a* é continua para todo x € R.

Demonstragio: Seja xo um ntiimero real qualquer e 2 > 1. Pelo Axioma da Completeza

de R, dado um € > 0, existem racionais r e s com r < x( < s, tais que
a—a <e.
Para todo x € (r,s), temos
a<a*<a’=>o<a -a <a’-a <e.

Assim,

lf(x) = f(xo)l =la* —a™| <a’—a" <e.
Logo f é continua em x,. Como x; foi tomado de modo arbitrario, segue que f é
continua para todo x € IR.

1\ ,
No caso a < 1, seja a fungdo f(x) = (E) . Como ela se enquadra no caso acima, segue
o resultado.



B TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO

Vamos demonstrar este teorema o qual usamos para explicar que existe e é tinica
a raiz n-ésima de um ndamero real positivo na Se¢do 2.1/ e que a fungdo exponencial é

sobrejetiva se restringirmos o seu contradominio ao conjunto R’ na Segdo

Teorema (do Valor Intermedidrio). Seja f : [2,b] — R uma funcdo continua e d um

nuamero entre f(a) e f(b). Entdo existe um ntimero c € (g, b) tal que f(c) =d.

Demonstragido: Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) < d < f(b). Seja g :
[2,b] — R uma funcdo dada por g(x) = f(x) —d. Claramente, ¢ é continua. Assim,
basta mostrar o teorema para o caso em que 4 = 0. Entdo podemos supor que f(a) <
0 < f(b). Portanto queremos mostrar que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0. Para isso,
vamos construir duas sequéncias monétonas contidas em [a,b]. Assim, como elas
sdo monoétonas e limitadas, pelo Axioma da Completeza de IR, elas sdo convergentes.
Além disso, a sequéncia formada pela distdncia entre os seus termos converge para
0. Portanto, elas convergem para um mesmo nimero c. esse namero c é o provavel
candidato ‘a solu¢do da equagdo f(x) = 0. Agora, vamos construir as sequéncias (a,)

e (b,) de modo que a; = a e by = b. Seja m; o ponto médio do intervalo [, b], ou seja,

a1+b1
my = )

o f(m)=0;
o f(m)<0;

o f(m)>0.

. Assim, teremos apenas uma possibilidade para f(m,):

Se f(my) =0, seja ¢ = my. Assim, o teorema estd demonstrado.

Se f(m;) < 0, escolha a, = my e b, = b;. Assim, ficamos com metade do intervalo
[a,D].

Se f(my) > 0, escolha a, = a1 e b, = my. Assim, ficamos com a outra metade do

intervalo [a, b].
a, + bz

Repetimos este processo fazendo m, = . E,denovo, se f(m,) = 0, entdo acaba
a demonstragdo. Se f(m,) < 0, escolha a; = m, e by = by e Se f(my) > 0, escolhaa; =a e
bg = my.

Prosseguindo desta forma, ou iremos obter uma solugdo para f(x) = 0 em algum ponto
rhedio desses subintervalos ou iremos determinar duas sequéncias monoétonas, (a,) e

(by), tais que para todo n € IN,

® a, <dayeb, 2Dy
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by —m

o bn_an:W/

e f(a,) <0e f(b,) > 0.

A primeira afirmacgdo implica que as duas sequéncias convergem por serem monétonas
e limitadas. Logo,

lima,=c¢; e limb, =,
n—oo

n—-oo

A segunda afirmacdo garante que c; = ¢,. Pois,

¢, —c; =limb, —lima, = limb, —a, = 0.

n—-00 n—-o00 n—->o00
Logo c; = c».

Seja ¢ = ¢; = c;. Como f é continua,
lim f(a,) = lim f(b,) = f(c).
A terceira afirmacdo garante que
lim f(a,) = f(c) <0 e lim f(b,) = f(c) > 0.

Logo
f(c) =0.
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